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REDUCCION DE LA CONJETURA DE POINCARE
A OTRAS CONJETURAS GEOMETRICAS

por

JOSE M.* MONTESINOS AMILIBIA

I. INTRODUCCION

Por una variedad orientable entenderemos aqui una 3-variedad com-
pacta, conexa, sin borde y orientable. Una variedad orientable es un
recubridor ramificado sobre un nudo de S°, en donde el indice de ra-
mificacién de un punto en la preimagen de un punto singular es < 2
{cfr. {11, [2} vy [5]). En un recubridor de este tipo con # hojas sea m
¢l maximo entero tal que hay un punto singular cuya preimagen consta
de s puntos con indice de ramificacién 2 y # — 2 m puntos con indice
de ramificacion 1; entonces diremos que ese recubridor es del tipo
(m. n— 2m).

El principal resultado de este trabajo serd:

L.1. TeorEMA.—Toda variedad orientable es un recubridor ramifi-
vado de tipo (1, n — 2).

Sea N un nudo en $* que consta de las componentes N, ..., N,. Se
dice que N estd coloreado (tipo (m, n— 2 m)) si puede asignarse a cada
paso x# de N una permutacién (que llamaremos también x) entre los in-
tlices {0, ..., # — 1} que se puede escribir como producto de ciclos dis-
imtos de longitud 2 y de tal manera que en un punto doble de la forma

e
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se tenga la relacién x y 2y '= 1 entre las permutaciones asociadas a los
tres pasos que intervienen en ese punto doble; fa asignacion debe de ser
transitiva, y para algin paso la permutacién correspondiente consta de
m ciclos; ademas el niimero de ciclos de la permutacién correspondiente
a otro ‘paso es <m. Si N estda coloreado de este modo entonces
&= y 2y, y por tanto &, # son conjugadas. Esto implica que las permu-
taciones asignadas a los pasos de N, (1 < 7 .< 7) tienen todas el mismo
namero de ciclos.

A cada nudo N con una coloracién (tipo (m, n — 2m)) le corres-
ponde un recubridor ramificado de tipo (m, n — 2m) y construido me-
diante un corte de S* relativo a N. Ademds todo recubridor de tipo
(m, n — 2 m) se obtiene asi (cfr. [8]).

En [8], teorema V.2.2, se prueba que un nudo N tiene una colora-
cién tipo (1, n — 2) si podemos asignar a cada paso de la proyeccién
de N un ciclo de longitud 2 entre los indices {0, ..., » — 1}, de tal modo
que en un punto doble de la proyeccion aparezca una de las tres situa-

ciones siguientes:
@ 7 (@4) 7 b ()
cd)

@/)
atc, atd

y ademas que la asignacion sea transitiva [8] y [3, pag. 92].
En [8] definimos deformaciones en la proyeccién de un nudo colo-
reado (tipo (1, # — 2)) con arreglo a las figuras

@s) (bc) (ad) (be)

5y \
a/ (ad) (ac) \“ b/
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(@4) @e) {M\ (k<)
L;
—
(a[ fas \\{a b)
s () L (cd)
O

/ »

Al aplicar a un nudo coloreado (tipo (1, » — 2)) deformaciones
1), D,, D, se obtiene un nuevo nudo coloreado. Diremos que dos nudos
coloreados (tipo (1, n— 2)) son congruentes [8] V.6) si puede pasarse
de uno a otro mediante aplicacién de un numero finito de deformacio-
nes Dy, D,, Dy, y de operaciones combinatorias elementales de Reide-
muister |10, pag. 7] (%)

En [8, teorema V.3.1] se prueba que las variedades recubridoras co-
rrespondientes a nudos congruentes son homeomorfas.

Diremos que un nudo coloreado (tipo (1, n — 2) es separable si es
cougruente con un nudo coloreado que puede distribuirse en #— 1 nu-
dos disjuntos (**) N}, ..., N,._,, en donde N; tiene todos sus pasos co-
loreados con la permutacién (04) para 1 <i<n—1.

En [8, V.6.1] formulibamos la siguiente conjetura:

1.2. Cowjerura.—Todo nudo coloreado (tipo (1, # — 2)) es sepa-
rable,

También demostrabamos en [8, V.6.2] el siguiente teorema:

(*) Sia un nudo coloreado (tipo 1, # — 2)) N, se le aplica una operacién combi-
natoria de Reidemeister, se obtiene un nudo N’ que admite de modo natural una
coloracion (tipo (1, » —2)) de modo que los recubridores correspondientes a N y N’
son homeomorfos [8].

(**) Dosnudos Ny N’ diremos que son disjuntos cuando hava en 5% una superficie es-
férica S% tal que N y N’ estdn en componentes distintas de €3 — S2, ’
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1.3. Teorema.—Modulo la conjetura 1.2 una variedad orientable
que sea un recubridor del tipo (1, n — 2) es también un recubridor ci-
clico de dos hojas ramificado sobre un nudo.

Como consecuencia ahora de 1.1 y 1.3 puede enunciarse:

1.4, Teorema.—Modulo conjetura 1.2 toda variedad orientable es
un' recubridor ciclico de dos hojas ramificado sobre un nudo de S°.

En vista de los resultados de F. Waldhausen [12] puede formularse
la conjetura de Poincaré para el caso de recubridores ciclicos de dos
hojas, asi:

I.5. Cownjetrura.—Un recubridor ciclico de dos hojas ramificado so-
bre un nudo no trivial, no es simplemente conexo.

En vista del teorema 1.4 se tiene:

I.6. Teorema.—ILa respuesta afirmativa a las conjeturas 1.2 v 1.5
implica la conjetura de Poincaré.

II. RESULTADOS CONOCIDOS

Adoptaremos el punto de vista semisimplicial como se enuncia en {7]
o en [8].

11.1. Corte de una 3-variedad.

Sea L' un poliedro de una 3-variedad conexa M?®, contenido en un
poliedro C* de M?. Siguiendo a Neuwirth [9] llamaremos a C* un corte
de M*® relativo a L' (splitting complex), cuando M?® — C? sea conexo
v simplemente conexo.

Tomemos ahora una unién disjunta de tetraedros cerrados en corres-
pondencia biunivoca con los tetraedros de M?® e identifiquemos estos te-
traedros a lo largo de caras cerradas que no estén en C2. Obtenemos
asi un poliedro H* y una aplicacién natural &: H® - M?3, la cual iden-
tifica un par de caras cerradas de H® en una sola cara de C% Diremos
que H? es M? cortado a lo largo de C2.
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11.2. Nudos.

Un nudo en M?es un poliedro que es imagen topologica de » copias
disjuntas de la 1-esfera (diremos que tiene multiplicidad n).

Sea N un nudo en la 3-esfera S* representada como R® + oo, es de-
cir como el espacio euclideo tridimensional compactado con un punto.

. Supondremos que N estd en posicion regular [3] respecto a la superficie

esférica S* = R? + ~o, en donde R* = {(x, v, 2) | £ = 0}. S divide a
&' en dos componentes. La adherencia de aquella componente formada
de puntos de coordenada z > 0 se llamard H- y llamaremos H+ a la
idherencia de la otra.

Los puntos D, ..., D, de la proyeccién de N sobre S* que tienen
rxactamente dos puntos en su fibra, se llamaridn puntos dobles de la
proyeccion. La fibra de D, (1 < i< m) consta de dos puntos P, y Q,
tales que P; € "H- y Q, € °H+. Uniremos P, con Q, mediante un arco
', que se proyecta sobre D,.

A las componentes de N — (Q, + ... + Q,) las llamaremos pasos.

Fig. II. 2. 1.

Supondremos que N estd contenido en S? salvo en un entorno V, en
S*de D; (1 < i< m). Sea D? un disco contenido en S* y que contiene
en su interior a la proyeccién de N, y sea RT un arco tal que
‘RT < °D* — (proyeccién de N) y ‘' RT= R + T, en donde R es un
punto de ‘D? y T es un punto de N i S%
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Viamos a detinir un corte C* de S° relativo a N, como hace Neu-
with en | 9], C* esti compuesto de D* sustituyendo el entorno V,
por las dos bandas de fig. I1.2.1, que se cortan en D2,

LIt descomposicion celular de C? estd compuesta por las 0-celdas
R.oT, Py QrA<i<m): las 1-celdas ' D* —R, °R T, D! (1 <i<m)
y las componentes d¢e N— (P, + Q, + ... + P, + Qm); las 2-celdas
son las componentes de D? — (suma de las 1-celdas cerradas). Llama-
remos a estas Z-celdas Z,, ..., Z;, en donde Z, es la 2-celda que cor-
ta a "D3.

Cortando ahora S* a lo largo de C* obtenemos lo que llamamos la
hoja candnica H? y la aplicacién natural &: H® = S¢ (cfr. [8] para las
construcciones que siguen), "H*'= @' (C*) y H?® tiene una descompo-
sicién celular cuyas celdas son *H? y las imAgenes inversas de las celdas
de C*. @' (Z,) esta compuesto de dos 2-celdas Z;+* y Z,~ tales que
Zrtcot*(HYHYy Z- c o' (H) para 0 <17 < s.

I1.3.

Construccion del recubridor ramificado correspondiente a wn nudo

coloreado (tipo (m, n — 2 m)). Y

Sea N un nudo coloreado. Vamos a construir, como hacemos en [8].
el recubridor ramificado correspondiente.,

Sea Z; (1 < i< s) una 2-celda de C. Unimos "D? con °Z, mediante
un arco contenido en °D? — (V, '+ ... + V,). Este arco corta sucesi-
vamente los pasos i, 4%y, ..., &, hasta llegar a °Z,. Asignaremos a Z,
la permutacién x, 4y .4, = R(Z), vy a Z, la permutacion identidad.

Sean ahora H?, ..., H%_, n copias de la hoja canonica H®. Para
construir el espacio recubridor ramificado correspondiente al nudo co-
loreado hay que identificar entre si estas hojas del modo siguiente: Sea
(Z*)s la 2celda Z;* en la hoja H?,; asignaremos a (Z:%). el indice
R(Z)) (¢) = b e identificaremos del modo natural “(Z:*)s con el cierre
de la 2-celda (Z;7),.

IIT. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1

Sea un nudo con una coloracién (tipo (m, #— 2m)), vamos a de-
mostrar el teorema I.1 en varios pasos.

Bl

A

REDUCCIGN DE La CONJETURA DE POINCARE A OTRAS CONJETURAS GEQMETRICAS 39

Paso 1.—Sea v = ¢, ¢, ¢; escrita como producto de ciclos de lon-
pitud dos. Aplicamos a N la siguiente deformacion cuando s> 1:

asignando a los nuevos pasos las permutaciones indicadas en la figura,

en donde

Hy = BN BBy By ey Bey 2 By FsowCay
Obtenemos de este modo un grafo N’ coloreado (¥), es decir con

asignaciéon de permutaciones a sus pasos, de tal manera que sean com-

patibles con las relaciones que corresponden a los puntos dobles y a los

puntos P y Q. Pues en efecto, se tiene que

. fs_l)

Koy = (Bsogvea Ca) (0 o0

¥y por tanto que

Eolpy 6r = (Bi Langons 0L (E vitl) = W ri= s

y ademas para los puntos P y Q se cumple que v = ¢, ... ¢s.

IIT.1.  Los recubridores ramificados correspondientes al nudo colo-
reado N y al grafo coloreado N’ son homeomorfos.

(*) Las construcciones de /7 7, se aplican sin dificultad a los grafos coloreados que
aparecen en este trabajo [8].
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DemostrACION.—La deformacién T, puede llevarse a cabo en dos
pasos:

4

T’, transforma el nudo N en el grafo coloreado N”, y T,” transforma
el grafo coloreado N” en el grafo coloreado N'.

I11.2. LeMa.—Las variedades recubridoras correspondientes a los
grafos coloreados N y N” son homeomorfas.

La demostracién de este lema se dard en la seccién IV.

Los grafos N” y N’ son tales que =, (8 —N") y =, (§° — N’) son
isomorfos, y las representaciones [8] de dichos grupos sobre el grupo
de permutaciones .de los indices {0, ..., n — 1}, inducidas por las co-
loraciones de los grafos, son tales que se transforman una en la otra
mediante el isomorfismo de los grupos fundamentales. Por tanto, los
espacios recubridores ramificados correspondientes a os grafos colo-
reados N* y N” son homeomorfos,

Paso 2.—Aplicando la deformacién T, las veces que sea posible ab-
tenemos un grafo coloreado N,, tal que los recubridores correspon-
dientes a N y N, son homeomorfos.

Paso 3.—Sea ahora x = ¢, ... ¢; escrito como producto de s ciclos
de longitud dos; sea la situacién
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en donde ¢ es un ciclo de longitud dos y
S=cXC=10C0¢ . bs6'=(c€ )i (CCs8)

v haciendo

fal
Il

(111.3) Foim 0L G vuy cecec

se tiene que £ = F, ... Cs.
Apliquemos a N, la siguiente deformacion:

Obtenemos asi un grafo N’, coloreado como indica la figura. Las
ecuaciones IT1.3 muestran que la asignacién de permutaciones es com-
patible con las relaciones.

III1.4. Los recubridores ramificados correspondientes a N, y N, son
homeomorfos.

La demostracién es anloga a la de III.1.

Paso 4.—Aplicando la deformacién T, las veces que sea posible, ob-
tenemos un grafo N, coloreado tal que los recubridores correspondien-
tes a N, v N, son homeomorfos.
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P’asu 5.--Sea en N, una situacion del siguiente tipo: °

Cs

en donde ¢,, ..., ¢, son ciclos disjuntos de longitud dos y {i,, ..
una permutacion entre los indices {1, ..., s}; ademas es:

. 15} es

X'i'= £y .0 €5

Mediante una sucesion de trasposiciones de indices consecutivos,
siempre puede pasarse de {I, ..., s} a la permutacién {i,, ..., i;}. Supon-
gamos pues que se tiene la sucesién finita: "

{1,50; S5=3da sual—Ab v b3 (e cnsfe)

de permutaciones, en donde cada una de ellas se obtiene de la anterior
mediante una trasposicion de dos indices consecutivos.

Aplicamos a N, la siguiente deformacién:

Obtenemos asi un grafo coloreado N’, y se tiene:

II1.5. Los recubridores ramificados correspondientes a N,
son homeomorfos.

<
%

DeMOSTRACION.—Basta aplicar el lema III.2.
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Paso 6.—Aplicando la deformacién T, las veces que sea posible, ob-
tenemos un grafo N, coloreado tal que los recubridores correspondien-
tes a N, y N, son homeomorfos.

Paso 7.—Sea en N, una situacién del siguiente tipo:

en donde ¢,, ..., ¢, son ciclos de longitud dos disjuntos y #'= ¢; ... 5.

Aplicamos a N, la siguiente deformacion:

& & G
& & cr
T e
—
_/ <
o CJ : &
Cs s L3

En el punto doble que aparece al aplicar T, se tiene que
CrCi 616 = €16y Cotr=1

ya que ¢, ..., ¢, son ciclos disjuntos.

Obtenemos asi un grafo coloreado N, y se tiene:

II1.6. Los recubridores ramificados correspondientes a los grafos
coloreados N, y N’, son homeomorfos.
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DemostrACION.—La deformacién T, puede llevarse a cabo en tres
etapas:

Te Ty
— —_——
~
" Ca & c b
A

PR g 7-‘?” « e 2

T — —/
g « 2 -ce
Cs s s —— s

[ 4
£ |

Es evidente ahora que III.6 se deduce del siguiente lema:

IT1.7. LEeMA.—Sea un grafo coloreado N’ obtenido al aplicar al grafo
coloreado N la siguiente deformacién:

[ C;
<, 23
-
e
€ Ca
en donde c,, ..., ¢; son ciclos disjuntos de longitud dos y # 1= ¢, ... ¢;;

entonces los recubridores ramificados correspondientes a N y N’ son
homeomorfos.

La demostracién se vera en la seccién IV.
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Paso 8.—Aplicando la deformacion T, las veces que sea posible ob-
tenemos un nude N, coloreado tal que los recubridores correspondientes
a N, y N, son homeomorfos.

Teniendo en cuenta los pasos 2, 4, 6, 8 y el hecho de que el recubri-
dor ramificado correspondiente a N, es del tipo (1. n — 2), se deduce
el teorema III.1.

IV. DzmostrACION DE LOS LEMAS II1.2 v TIL.7

La idea de la demostracién de ambos lemas es la misma. Las defor-
maciones tendran lugar en el interior de un entorno U: fuera de ese
entorno los grafos N y N’ permanecen inalterados. Después, mediante
cortes C* y C? de S° relativos a N y N’ respectivamente, que coinciden
fuera de U, se construyen los correspondientes recubridores ramifica-
dos @: M*— S?y &': M"? = 5° sobre N y N’ respectivamente. Es evi-
dente entonces que M? — @&~ (U) y M?® — &"-! (U) son homeomorfos.
Después se probard que &' (U) y &! (U) estan compuestos del mis-
mo numero de bolas disjuntas; esto implica que M® y M’ son homeo-
morfos.

Todo queda pues reducido a construir & (U) y - (U). Si H® y
®,: H?®—> S son la hoja i-ésima y la proyeccion sobre S correspon-
diente al corte C? entonces @' (U) se obtiene identificando entre si

Fig. IV.1.1. -
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b micwbros de la familic {@,7" (U)}), ¢, ., n-n» de acuerdo con la
ey de ddentilicacion determinada por los indices asignados a las 2-celdas
e o V(U N TP para 1€ {0, L, n— 1} (113).

INCL Demostracion del lema T11.2.

En fig. IV.1.1 aparece el entorno U que contiene al arco P Q. La
situacién podemos suponerla sin merma de generalidad como sigue: al
construir el corte C* de S* relativo a N, la 2-celda Z, contiene a R y
por tanto R va dotado con la permutacion identidad.

Apliquemos la deformacién T, pero de tal modo que después de la
deformacion (S* — U) 1 N permanece inalterado. Obtenemos asi un gra-
fo N’. En figs. IV.1.1 y IV.1.2 aparecen respectivamente UNN y UNN".

Sea C* el corte de S* relativo a N’ tal que

C?N (S*—U) = C*n (S* — U).

En figs. IV.1.1 y IV.1.2 aparecen C*N U y C2N U respectivamente
con la asignacién de permutaciones a las 2-celdas que proceden de
Z,, ..., Z;. Estas 2-celdas son en C*1 U las representadas por R, A, y
en C2NUlas R, Ay, ..., A,

Flg. IV.1.2.
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Es obvio que fuera de U coinciden las permutaciones asignadas a
las 2-celdas de C* y de C™2.

Sean HZ, @°: H® - S$* la hoja i-ésima y la proyeccion de tal hoja
sobre S®, obtenidos cortando S? a lo largo de C* Analogamente sean
H/® y &,: H*— S* para C=,

Vamos a construir ®* (U) mediante identificacion de los miembros
de la familia {® (U)}ico, .., n_- Estudiamos dos casos:

Caso 1.—El indice i pertenece al ciclo ¢, = (1]). En fig. IV.1,3 apa-
recen &, (U) y &/* (U). Si en fig. IV.1.3 se cambian 7 por j y § por i
se obtienen &;~' (U) y &/~* (U). Es obvio que &' (U) y ¢,/ (U)
identificados dan una bola y lo mismo sucede con &' (U) y &,~! (U).

P K

EWAH

A
gt

Fig. IV.1.3.
Caso 2.—El indice i no pertenece a ningdn ciclo c,, ..., c,. Esto im-

plica que las dos componentes de &,~* (U) deben identificarse entre si
dando una bola. Anilogamente con &/ (U).
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Asi resulta que @' (U) estd compuesto de » — s bolas disjuntas y
lo mismo sucede con @' (U). Queda pues demostrado el lema III.2,

IV.2. Demostracion del lema I11.7.

En fig. IV.2.1 aparece la deformacién T, teniendo lugar en el inte-
rior del entorno U. Construyamos @' (U) y &' (U) estudiando para
ello dos casos:

Fig. IV.21.

Caso 1.—El indice 1 pertenece al ciclo co= (i j).

o' (U) y &/ (U) aparecen en fig. IV.2.2, en la cual cambiando
i por j y j por i se obtienen ®;,~* (U) y &;/-* (U). Es claro que &, (U)
y @, (U) identificados dan una bola, y que &/* (U) y &,/ (U) iden-
tificados, dan también una bola.

Rt
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/
B an "

# a4’

Fig. 1v.2,2.

Caso 2.—El indice 7 no pertenec a ningtn ciclo c,. .... ¢.. Se proce-

de entonces como para el caso 2 de IV.1.

V. EjEMrLO

Sea el nudo «figura ocho» coloreado como indica fig. V.1, EI es-
pacio recubridor ramificado correspondiente es homeomorfo al recubri-
dor ramificado sobre el nudo coloreado de fig. V.2 obtenido mediante
deformaciones T,, T,, T, y T,.

(easfi}

) ,/"""__“_‘ LI
()1 ';) \

\\) {re)(25)

Fig. V.1.
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. . (1969), 81-91
Norta.—Al tiempo de publicar este trabajo, el profesor R. H. Fox

me ha comunicado que él ha obtenido todos los resultados menciona-
dos en la introduccion de este trabajo, pero que no los ha publicado.
El profesor Fox me ha indicado también que la conjetura 1.2 es falsa,
pues €l ha encontrado una 3-variedad cerrada v orientable que no cum-
ple la tesis del teorema T.4 (cfr. [6]).



