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UNA NOTA A UN TEOREMA DE ALEXANDER
par

JOSE M.» MONTESINOS AMILIBIA

I. INTRODUCCION

Una variedad orientable serad en este trabajo una 3-variedad com-
pacta, conexa, sin borde y orientable, En 1920 Alexander demostrd
en [1] que toda variedad orientable es un recubridor ramificado so-
bre un nudo de S°. En el mismo trabajo Alexander afirma sin demos-
tracién que ademdis es cierto el siguiente teorema:

I.1. TroreMA.—Toda wvariedad orientable es uwn recubridor ramifi-
rado sobre un nudo de §° de tal modo que los puntos de la preimagen de
in punto singular tiewen indice de ramificacion < 2.

En [5] Fox asegura (¥) que el Teorema 1.1 puede obtenerse hacien-
do uso de las ideas de Clifford sobre superficies de Riemann [2].

En esta nota demostraremos 1.1 utilizando los métodos de [7] y [8];
también demostraremos el Teorema V.3.1 de [7] de otra manera.

Sea N un nudo en $°® que consta de las componentes N,, ..., N, y
orientemos de un modo determinado cada una de estas componentes.
Supongamos quie hemos asignado a cada paso orientado » de N una
permutacion (que llamaremos también «) de los indices {0.1,...,n—1}
pero de tal manera que en los puntos dobles de la forma

se tenga la relacion # v =1y 2.

(*) Al tiempo de publicar este trabajo. el Profesor R. H. Fox me ha comuni-
caco que él ha demostrado el Teorema 1.1. pero que no lo ha publicado (cfr. [6]).
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Esta asignacion define una representacién de =, (S5° — N) en el gru-
po de permutaciones de los » indices {0, 1, ..., n — 1}. Si esta repre-
sentacioén es transitiva diremos que la asignacién de permutaciones a
los pasos de N es una n-coloracidn de N [3, pag. 92].

A cada nudo N #n-coloreado le corresponde un recubridor de # hojas
ramificado sobre N y construido mediante un corte de S* relativo a N.
Ademas todo recubridor ramificado sobre un nudo se .obtiene de esta
manera [7].

Escribiremos, como es usual, la permutacién x asignada al paso
orientado # como un producto de ciclos disjuntos de longitud superior
2 uno (y si un indice determinado no pertenece a ninguno de los ciclos
que componen #, significa que x no altera tal indice).

Si la permutacién # consta de los ciclos ¢, ..., ¢; de longitud
ky, ..., ks respectivamente, en donde k£ >1 (I'Si<s) y k '+ ... +

+ k= t'< n, entonces la preimagen de un punto perteneciente al.

paso x consta de los puntos p,, ..., Ps, Psers +oey Prsmr, ©n donde
p. (1 <1i:<s) tiene indice de ramificacion &k, vy p; (s +1<j<s +
+ n — t) tiene indice de ramificacion uno [T7].

Esto significa que una demostracién del Teorema I.1 se obtiene al
probar que toda variedad orientable corresponde a un nudo n-coloreado
asignando a cada paso orientado + una permutacién que se escribe como
un producto de ciclos de longitud dos. Esto es lo que demostraremos

en la seccion IIIL

II. RESULTADOS CONOCIDOS

Adoptaremos el punto de vista semisimplicial como se enuncia en [7].
I1.1. Corte de una 3-variedad.

Sea L* un poliedro de una 3-variedad conexa M?, contenido en un
poliedro C* de M*. Siguiendo a Neuwirth [9] llamaremos a C? un corte
de M* relativo a L' («splitting complex») cuando M?* — C? sea conexo
y simplemente conexo.

Tomemos ahora una unién disjunta de tetraedros cerrados en corres-
pondencia biunivoca con los tetraedros de M?® e identifiquemos estos
tetraedros a lo largo de caras cerradas que no estén en C2. Obtenemos
asi un poliedro H*® y una aplicacién natural &: H3®> — M3, la cual

|
V‘ .
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identifica un par de caras cerradas de H® en una sola cara de C?. Di-
remos que H*® es M? cortado a lo largo de C2. .

I1.2. Nudos.

Un nudo en M® es un poliedro que es imagen topoldgica de # copias
disjuntas de la.1-esfera (diremos que tiene multiplicidad n).

Sea N un nudo en la 3-esfera S® representada como R® + oc, es
decir, como el espacio euclideo tridimensional compactado con un punto.
Supondremos que N estd en posicién regular [3] respecto a la superfi-
cie esférica S* = R? + oc, en donde R® = { 9, 2) | 2= 0}. S* divi-
de a S* en dos componentes. La adherencia de aquella componente
formada de puntos de coordenada z > 0 se llamard H- y llamaremos
H* a la adherencia de la otra componente,

Los puntos D, ..., D,, de la proyeccién de N sobre S* que tienen
exactamente dos puntos en su fibra, se llamaran puntos dobles de la
proyeccién. La fibra de D, (1< i-<m) consta de dos puntos P, y Q
tales que P, € °H- y Q, € °H*. Uniremos P, con Q, mediante un arco
D' que se proyecta sobre D,

A las componentes de N — (Q, + ... + Q) las llamaremos pasos.

Supondremos que todos los puntos de N estin en S* salvo los que
se proyectan en un entorno V, de D, (1 < i < m). Sea D* un disco con-
tenido en S* y que contiene en su interior a la proyeccién de N, y sea
RT un arco tal que °R T < °D* — (proyeccién de N)y 'RT =R + T,
en donde R es un punto de "D? y T es un punto de N N S2.

Vamos a definir un corte C? de S® relativo a N, como hace Neuwirth
en [9]. C? estd compuesto de D? sustituyendo el entorno V, por las dos .
bandas de fig. I1.2.1, que se cortan en D>

Fig. [L2 1.
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Una descomposicién celular de C* estd compuesta por las 0-celdas
R. T, P, Q (1<i<m); las 1-celdas ‘D?—R, 'R T, °D} (1 <i'<m)
y las componentes de N — (P, + Q, + ... + Pn + Qun'+ T); las 2-
celdas son las componentes de D? — (suma de las l-celdds cerradas).
Llamaremos a estas 2-celdas Z,, ..., Z,, en donde Z, es la 2-celda tal
que ‘D*N-Z, % 2.

Cortando ahora S° a lo largo de C? obtenemos lo que llamamos la
hoja canénica H*® y la aplicacién natural &: H® —» S° (cfr. [7] para
las construcciones que siguen). "H® = &1 (C?) y H?® tiene una descom-
posicién celular cuyas celdas son °H® y las imagenes inversas de las
celdas dg C2. &' (Z,) estd compuesto de dos 2-celdas Z,;* y Z,~ tales
que Zr*c ¢ (HN y Z-c &' (H") para 0 <i'< 5.

11.38.  Counstruccidn del recubridor ramificado correspondiente a un nndo
n-coloreado.

Sea N un nudo n-coloreado, Vamos a construir, como hacemos en
[7T]. el recubridor ramificado correspondiente.

Sea Z; (1 <i < s) una 2-celda de C*. Unimos "D? con °Z; mediante
un arco contenido en °D* — (V, 4 ... + V,). Este ar¢o corta sucesi-
vamente l0s pasos %, xp, ..., 4, hasta llegar a °Z,, Asignaremos a Z,
la permutacién x, 4 ... #,'= R (Z)), v a Z, la permutacién identidad.

Sean ahora H,%, ..., H%_, # copias de la hoja candnica H?. Para
construir el espacio recubridor ramificado correspondiente al nudo co-
loreado hay que identificar entre si estas hojas del modo siguiente:
Sea I(Zp‘}., la 2-celda Z,* en la hoja H? : asignaremos a (Z *), el indice
R (Z)) (a) e fdentificaremos del modo natural el cierre de (7 *+), con el
cierre de la 2-celda (Z, ez, ) (o

1II. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1

Sea N un nudo n-coloreado. El argumento usado para probar el Teo-
rema 1.1 de [8] puede utilizarse sin dificultad para demostrar que existe
un nudo N’ n-coloreado, asignando a cada paso orientado 2~ de N’ una
permutacion & formada de un solo ciclo, tal que los recubridores rami-
ficados correspondientes a N y N’ son homeomorfos.

Supongamos pues que el nudo N estd n-coloreado asignando a cada
paso orientado 1 de N’ un ciclo & entre los indices {0, ..., n—1} y
demostraremos el Teorema 1.1 en varios pasos.
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Paso 1.—Supongamos en N la siguiente situacidn:

—t S L.

en donde y es un ciclo (a, ... a,) de longitud m > 2.

Aplicamos a N la siguniente deformacién:

T
« z Ta X

i +—

asignando a los nuevos pasos las permutaciones indicadas en la figura,
en donde x; es el ciclo (@, ai,,) #i_; (0, a4y,) para 1 <i < m—2. Ob-
tenemos de este modo un grafo N’ n-coloreado (*) ya que la asignacion
de permutaciones es compatible con las relaciones; en efecto:

Toica = (0 Coey) (B Bang) oon (005 A0, @3) vu0 (G5 Diii)
v por tanto:

(@) Om) Zm_s (@) @n) = (a, @) ... (@, a,) ¥ (a, a,) ... (a, a,) =

= (0, ... ) 7 (G, ... Op) =V 10y =2
v ademas se cumple en Py Q que

V= (a, @) ... (@, On) = (@5 -.. Qw).

(") Las definiciones v construcciones de I y II se aplican sin dificultad a Tos grafos
coloreados qite aparecen en este trabajo, [7].
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111.1. Los recubridores ramificados correspondientes a N y N’ son

La demostracion se vera en la seccion IV.
homeomorfos.

Paso 2.—Aplicando la deformacién T, las veces que ello sea posible,
obtenemos un grafo n-coloreado N, tal que los recubridores correspon-
dientes a N y a N, son homeomorfos. o

DemosTRACION.—La deformacion T, puede llevarse a cabo en dos
pasos:

Paso 3.—Supongamos en N, la siguiente situacion:

- ®
AN

en donde ¢ es un ciclo de longitud dos y # es el ciclo (g, ... a») de lon-
gitud m > 2.

II1.3. Como z = cxc si escribimos x = (a, a,) ... (8, an) se tiené

z = (c(a,a;)c) ... (c (@, am) €)

y haciendo ¢ = c (2, a5,) ¢ para 1 <i<m—1 tenemos que z es el
producto de m — 1 ciclos distintos: z = ¢, ... Cy_,.
Apliquemos a N, la siguiente deformacion:

»

Es pues obvio que III.1 se deduce del siguiente lema:

111.2. Lema.—Si obtenemos el grafo coloreado N’ aplicando la de-
formacion

i e
1]

k4

=

5,:{,;...”}

¥l aw)

Obtenemos asi un grafo n-coloreado N’,. Las ecuaciones I11.8 muestran
que la asignacion es compatible con las relaciones.

al grafo coloreado N, los recubridores ramificados correspondientes a

f I11.4.  Los recubridores ramificados correspondientes a N, va Ny
N y N’ son homeomorfos.

son homeomorfos,
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Defimmos O, como una trasposicién de dos ciclos adyacentes dis-
juntos.

II1.5. Lema —{c,, ..., ¢} prede ser transformada en {e,, ...,e,} mec-
diginte aplicacion sucesiva de un niimero finito de operaciones 04, 0, v 0.

La demostracion se verd en la seccién IV.

Sean pues

La demastracion ¢s anidloga a la de III.1.
Paso j.—Aplicando la deformacion T, las veces que ello sea posi-

ble, obtenemos un grafo N, n-coloreado tal que los recubridores rami-
ficados correspondientes a N, y N, son homeomorfos.

Paso 5.—Supongamos en N, la siguiente situacion: .
pong: y 2 S (€ voos &} —> {by, .o, b} —> {dy, ... &} — ... —> {e,, ..., &5},

s-plas de ciclos de longitud dos, de modo que cada s-pla se obtiene de
la anterior mediante aplicacién de una de las operaciones O,, O,,.0,.
Aplicamos a N, la siguiente deformacién:

e-md

¢m_y son ciclos de longitud dos
em_, son ciclas de longitad

en donde x es un ciclo (g, ... @n); ¢y -

tales que ¢, ... oy '= (B . Om) Y €5 ooy

dos tales que e, ... em,'= (@, ... @m) (*).
Sea § = m — 1 y supongamos que ¢; = (@ b) y ¢i,y= (b ¢) entonces

los ciclos de la s-pla

Obtenemos ast un grafo N’, n-coloreado como se deduce de la defi-
nicién de O,, O,, O,.

(8= €1y ooy B = Ciagy Biy = (@), ooy T'= €5} & I11.6. Los recubridores ramificados correspondientes a N, v N’,
Son homeomorfos,

son tales que: Para la demostracién basta aplicar el lema II1.2.

Gnli=6n(b)@e) . e=c () @) (o) (be).. o= Paso 6.—Aplicando la deformacién T, las veces que ello sea posible
= €y vee Ci Crgy oer Cse obtenemos un grafo m-coloreado N, tal que los recubridores ramifica-

dos correspondientes a N, y a N, son homeomorfos.

Liamaremos O, a la transformacién {¢, ..., c;} — {¢,, ..., &5}

De igual modo definimos O, asi:

{""1! cony €1y Ciggy vnnn C;} - {fl* = € -y 6F = ((" c)‘

f*h_.] = (ﬂ b), T C,* = t'.';}.

") ¢, .y, = (8, .. a,) implica que los ciclos ¢, ..., ¢,y sON distintos, como
se deduce de la demostracion del lema TIL.5.
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Paso 7.—Supongamos que en N, aparece una de las tres situacio-
nes, en donde s = m —1:

en donde la asignacién de permutaciones es compatible con las relacio-
nes que proceden de los puntos Py Q. .
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Aplicamos a N, las deformaciones’ siguientes en cada caso:

e [n,-.'-‘a.)

£ ab) ~
Ty, ‘ - I
be).

Kz (G ~Cm)

En cada caso obtenemos un grafo n-coloreado N',.
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IILT.  Los recubridores ramificados correspondientes a N, 5 a N,
Son homeomorfos, ' .

DeMosTRACION.—Haremos la demostracidn para T, siendo, por lo
demas, aniloga para T, ¥ T,
La deformacién T, puede llevarse a cabo en varios pasos:

Todo se reduce a probar el siguiente lema:

IT1.8. LEmMa.—Si N es un grafo n-coloreado v obtenemos N* apli-
cando una deformacidn

e,
1 | i
T "C; .
—_— :

en donde c,, ..., c,, son ciclos de longitud dos tales que c, ... co., =
= (a3, ... a,), los recubridores ramificados correspondientes ¢ N y N
son homeomorfos, '

La demostracién se verd en la seccién IV.
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; Paso 8.—Aplicando a N, las deformaciones T,, T',, T”, las veces
que ello sea posible, obtenemos un nudo n-coloreado N, tal que los re-
cubridores ramificados correspondientes a N, y N, son homeomorfos.
Teniendo en cuenta los pasos 2, 4, 6, 8, y el hecho de que N, esta
n-coloreado asignando a cada paso un ciclo de longitud dos, se obtiene
el Teorema I.1. En realidad se ha probado més:

I11.9. TeoremAa.—Toda variedad orientable es un recubridor rami-
ficado sobre un nudo de S* de tal modo que, si n es el nimero de hojas,
en la preimagen de un punto singular hay un punto de indice de ramifi-
cacion dos v n— 2 puntos de indice de ramificacion wno (¥),

IV. DzemosTrACION DE LOS LEMAs [I1.5, 111.2 v IIL.8

IV.1. Demostracion del lema II1.5.

Sean {c,, ..., cm} m ciclos de longitud dos entre los indices {0, ..., m}
y tales que ¢, ... ¢n'= (01 ... m). Bastara probar que puede pasarse de
la m-pla {c,, ..., eu} a la {(01), (02), ..., (0 m)} mediante aplicacién de
un nimero finito de operaciones O,, O, v O,.

Haremos la demostracion por induccién en m menos el nimero de
veces que aparece el indice 0 entre los ciclos ¢, ..., tm. Es claro que
el indice 0 aparece al menos una vez.

Supongamos que entre los ciclos ¢,, ..., ¢n hay exactamente s ciclos
de la forma (0a,), ..., (0a;). Si a la derecha (o izquierda) del ciclo
(0 a,) hay un ciclo de la forma (a, b) con b 7= 0 puede aplicarse la ope-

racién O, (o O,) asi:
(o 0a) @ b) ..} ", (. 00 (0a) ..}
(e (@ ) 0a) o} {0 0) (05) ...}

aumentando en uno el niimero de ciclos que tienen el indice 0.
Si no ocurre esto, siempre puede conseguirse mediante aplicacion
de la operacié O,, o bien situarnos en el caso anterior, o bien llegar a

una situacién como la siguiente:

’

DY (082) s (0 E) 0 s Eomk
en donde ¢’..,....c» mno contienen al indice 0 y (', es digjunto
con (0 a,).

(*) Este es el Teorema I.1 de [8].
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Como (01 ...m) = (0a,) ... (0 ;) ¢'s,y ... C'm €5 seguro que algln ci-
clo de los ¢s,y, ...y ¢'m contiene uno de los indices a,, ..., @,
Puede suponerse que es ¢y, = (a; b) con b~ 0, pues se llega a esta

situacién aplicando operaciones. Aplicando ahora operaciones O, lle-

gamos a la situacion:
{(0a), ..., 0a), (@ b), ..., (0as), C'sssy ..., 'm}.
Aplicando ahora una operacién O, tenemos:
{(0 ay), ..., (0 8), (0 a), ... 0a), ssar ooes Cm}
Por tanto, repitiendo este proceso llegaremos a la situacion:
{(0, a,), ..., (0 ay,)}.
Pero se tiene que:
Oa,..a,)=(@Qa)..0am) = ¢ ... cu = (01 ... M)

y por tanto ¢; = i para 1 << i'< m. Queda pues probado el lema IIL.5.

IV.2. Demostracidn de los lemas IT1.2 y TII.8.

La idea de la-demostracién de ambos lemas es la misma. Las defor-
maciones tendran lugar en el interior de un entorno U: fuera de ese
entorno los gré{os N y N’ permanecen inalterados. Después mediante
cortes C2.y C" de-S® relativos a N y N’ respectivamente, que coinciden
fuera de U, se construyen los correspondientes recubridores ramificados
®: M* » S*y®': M?® - S* sobre N y N’ respectivamente. Es evi-
dente entonces que M* — &-* (U) y M’®* — &~1'(U) son homeomorfos.
Después se probara que &1 (U) y &-! (U) estan compuestos del mismo
niimero de bolas disjuntas; esto implica que M?® y M’® son homeo-
morfos.

Todo queda pues reducido a construir @~ (U) y -2 (U). Si H® y
®,: H? —— 5° son la hoja i-ésima y la proyeccién sobre S* correspon-
diente al corte C?, entonces @' (U) se obtiene identificando entre si los
miembros de la familia {®~* (U)}i¢ o, ...n1» de acuerdo con la ley de
identificacion determinada por los indices asignados a las 2-celdas de
¢, (U N"H para 0 <71 <n—1 (I1.3).
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Sélo demostraremos el lema I11.2, siendo la demostracién del IIL8

" completamente anéloga.

En figura IV.2.1 aparece el entorno U que contiene al arco P Q.
a situacién podemos suponerla sin merma de generalidad como sigue:

“al construir el corte C? de S° relativo a N, Z,1 U= R y por tanto R

va dotado con la permutacion identidad. .
Apliquemos la deformacién T a N, pero de tal modo que despues

de la deformacién (S* — U)IN N permanece inalterado. Obtenemos asi

N‘. En figuras IV.2.1 y IV.2.2 aparecen respectivamente UNN y
UnN-.

Fig. IV.2.1.

Sea C™ el corte de S® relativo a N’ tal que
cC*N(S*—U) =C0 G —U).

En figura IV.2.1 aparece C*IN U con la asignacién (definida en I1.3)
de permutaciones a las 2-celdas R y A de C*N U. En figura 1V.2.2
aparece C*M U con la asignacién de permutaciones a las 2-celdas R’,
A,, ..., A, Fuera de U coinciden las permutaciones asignadas. a las 2-
celdas de C* y C=2.

Sean H@, ®,: H® —» S° la hoja i-ésima y la proyeccién de tal hoja
sobre S8, obtenidas cortando S* a lo largo de C?. Analogamente sean
H, &,: H’” — 5* para C?,

Vamos a construir ¢-! (U) mediante identificacién de los miembros
de 1a familia {®,* ()} ey, ... n11- Andlogamente construiremos & (U).

Siig {0,1, ..., m} deben identificarse ®,~* (U) y ¥~ (U) cada uno
consigo mismo dando una bola.

Que ¢, (U), ..., ®,* (U) identificados dan una bola, es inmediato
de la observacién de figura IV.2.3, en donde aparece @,~! (U) para
0<i<m
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o Filvon™

- -/
”ﬂlu)ﬂll{’

Pig. 1V.2.9.

Que &' (U), ..., ', (U) identificados dan una bola es un poco
mas dificil de ver. En figura IV.2.4 aparecen @',=* (U), ..., ®'»* (U) des-
pués de haber sido cada uno de ellos identificado consigo mismo. Es-
quematicamente aparece en figura 1V.2.5 c¢émo, efectivamente, la iden-
tificacion de las bolas de figura 1V.2.4 produce una bola (*).

@ f"‘(/y/ e £ Aol igrts =

(V) anleilin-
Lheacts = e Ui ascsm
Fig. 1V.2 4

(*) Como resultado de la deformacién local en el interior de U, se obtiene una
deformacién local en &1 (U) que consiste en un cierto desplazamiento de las hojas.
Comparese esto con las ideas de Clifford [2] sobre superficies de Riemann.
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‘. DEFORMACIONES EN NUDOS 7-COLOREADOS CON CICLOS DE LONGITUD 2

Utilizando los resultados de este trabajo vamos a demostrar de un
modo mas sencillo el siguiente resultado obtenido en [7, teorema V.3.1].

Ukt _
{.4-1:.-1 3 (ﬂ"')"

Um

i (),
(A @\ (A, _ :
T @Y, (A oy (AnYy

Uo

Fig. IV.2.5.

V.1. TeorEMA.—Sea N un nudo n-coloreado asignando a cada paso
wn ciclo de longitud dos. Si aplicamos a N un nikmero finito de las defor-

maciones D,, D,, D, siguientes:
(ab) /c ) (ab) \ \/& s
: D,
/\
(‘“’/ @/ \@p
(ab) (be) (aé) tée)
P,
—
(M/ / ;
(aey (adl
(ad) k)
e

K‘U (cd)
—a.
(/ \(mu
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obtenemos un nudo n-coloveado N’ tal que los recubridores ramificados
correspondientes a N y N° son homeomorfos.

DemosTrACION.—Es obvio que al aplicar D,, D, o D, se obtiene de
nuevo un nudo n-coloreado.

Demostraremos primero que la deformacion D, conserva topologica-
mente invariante a la variedad recubridora.

La deformacion D, puede llevarse a cabo en los siguientes pasos:

(ot fbe)
D
—_—
(aU/

I @b (ke
2
—
(o) (a5) (ec) w

ff-;)

abe
(@) (ke

(bes  pab)
(ac) Ced)

En cada uno de estos pasos la variedad recubridora permanece topo-
légicamente invariante, como se deduce de los lemas IT1.2 y IIL.8.

La demostracién para D, y D, es andloga (¥).

(*) Cfr. [7] para algunos resultados relacionados con estas deformaciones.
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VI. EjempLos

1. Sea el ovillo anular (5,2) 3-coloreado como en figura VI.1. Apli-
cando las deformaciones T, ..., T, obtenemos el nudo de figura V1.2
3-coloreado con ciclos de longitud dos:

ol e

Fig. VL.1. Fig. VL.2.

Aplicando deformaciones D,, D,, D, a este dltimo nudo, obtenemos
el nudo siguiente : :

Por tanto, [7] el recubridor ciclico de fres hojas ramificado sobre
el ovillo anular (5,2) es homeomorfo al recubridor ciclico de dos hojas
ramificado sobre el ovillo anular (3,5); ver [10, nota 33]:
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2. En [7] utilizabamos D,, D, y D, para probar que los ejemplos
propuestos por Fox en [5] no eran contraejemplos a la Conjetura de
Poincaré, Obsérvese ahora:

T P
. for)

{it}

(o)

(-1

(G2

= : (ov1? (oL (@)
(-1}
en? o) for)
3 + — —_—
() fe1)

o for o
Por tanto el recubridor ramificado correspondiente a estos nudos y gra-
fos 3-coloreados-es S°.
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