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Resum. L’objectiu principal d’aquest article és contribuir a U'estudi del conjunt de les
orbites periodiques dels sistemes Hamiltonians amb 2 graus dc llibertat no integrables uti-
litzant 'estructura dels homecomorfismes de superficic. Sota unes condicions forga generals
provem que una aplicacié de Poincaré convenient té tots cls periodes excepte (potser) un

nombre finit.

Resumen. El objetivo principal de este articulo cs contribuir al estudio del conjunto de
las érbitas periddicas de los sistemas Hamiltonianos con 2 grados de libertad no integrables
utilizando la estructura de los homeomorfismos de superficic. Bajo unas condiciones muy
generales probamos que una aplicacién de Poincaré conveniente tiene todos los periodos

excepto (quizds) un mimero finito.

Abstract. The main goal of this paper is to contribute to the study of the sct of periodic
orbits of the non-integrable Hamiltonian systems with 2 degrees of freedom by using the
structure of surface homeomorphisms. Under very gencral conditions we prove that a

convenicnt Poincaré map has all the periods (perhaps) with the exception of a finite number.

1 Introduccié

La major part dels problemes de la mecanica classica [3,1], de la mecanica celeste [4] 1 molts
altres com poden ser el confinament de particules carrcgades en camps clectromagnétics

[42], Pcscalfament de plasmes mitjangant ones [33], barreges de fluids [2] ..., poden ser



moldejats pels sistemes Hamiltonians o sistemes d’equacions diferencials de la forma:

dg; _ OH(GP)

dt Bpi !
(1)
dp; _ _aH(‘T:ﬁ)
dt Bq, ’
oni=1,...,n 7= (q, --,q), = (p1,...,pn) i H és una funcié de classe C? en les

seves variables. La funcié H s’anomena el Hamiltonia, Uenter n és el nombre de graus de
llibertat, i el conjunt de punts (g, ) on el sistema diferencial (1) esta definit és l’espai de
fases E.

Les orbites d’un sistema d’equacions diferencials ordinaries pensades com a subconjunts
de lespai de fases E s6n homeomorfes a punts, rectes o cercles [48]. En el priner cas I’orbita
és un punt d’equilibri i en el darrer una orbita periddica. Podrfem dir que I'objetiu principal
de la teoria qualitativa de les equacions diferencials ordinaries seria la descripcié completa
de Pespai de fases com la unié de totes les seves orbites. En general aquest és un problema
molt dificil i ara per ara s’estd molt lluny de poder donar-li una resposta satisfactoria fins
i tot en el cas particular dels sistemes Hamiltonians.

Fins a mitjan aquest segle 'estudi dels sistemes Hamiltonians ha estat dominat pels
integrables, aquells pels quals les coordenades ¢ i § poden escollir-se preservant la forma
del sistema (1) i de manera que el Hamiltonid només depén de les coordenades p. Llavors
les hipersuperficies amb 7 igual a constant sén invariants pel flux associat al sistema (1), i
s6n genéricament difeomorfes a R* x (S1)"~* amb 0 < k < n (vegeu exemples a [37]). Com
és usual R denota el conjunt dels ntimeros reals i S! denota el cercle. El moviment sobre

aquestes hipersuperficies és lineial en les coordenades ¢ perque

—L = wy(p) = —— i=1,...,n

Per k = 0 aquestes hipersuperficies s6n tors n—dimensionals, i si les freqiiéncies & =
(wy, ... ,w,) 56n commensurables, és a dir tals que 177-& = 0 per algun vector m € Z"\ {0},
llavors el flux lineial sobre aquests tors és periodic; en cas contrari el flux és quasiperiodic
i qualsevol orbita sobre el tor és densa. Es clar, com és usual Z denota el conjunt dels

numeros enters.

La gran majoria de sistemes Hamiltonians amb n > 2 no sén integrables, i en general no
tenen tors invariants amb freqiiéncies & commensurables. Per a freqiiéncies & suficientment
incommensurables tots els sistemes Hamiltonians prou a prop d’un integrable no degenerat
encara presenten tors invariants n—dimensionals que sén deformacions continues dels tors

7 igual a constant del sistema integrable. Aquest resultat s’anomena el teorema KAM. De
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fet hi ha Pevidéncia numeérica que, en general, els tors invariants també poden aparéixer en
sistemes Hamiltonians lluny dels integrables, encara que la seva quantitat va disminuint a

mesura que augmenta la seva distancia als integrables (vegeu per exemple [39,44]).

Moltes de les orbites d’un sistema Hamiltonia no integrable que no viuen sobre un tor
invariant presenten un moviment erratic sense gaire ordre, que s’anomena cadtic. Perd en
aquestes regions de I’espai de fases on aparentment domina el moviment cadtic habitualment
es poden detectar (numéricament i a vegades analiticament) moltes orbites periodiques

(vegeu per exemple [39] i [12] respectivament).

L’objectiu d’aquest treball és contribuir a I’estudi del conjunt de les orbites periddiques
dels sistemes Hamiltonians amb 2 graus de llibertat no integrables utilitzant 1’estructura

dels homeomorfismes de superficie. Per tant, d’ara en endavant prendrem n = 2.

Com que el Hamiltonia H = H(q,p) és una integral primera del sistema Hamiltonia

(1), els conjunts

In={(q,p) €E: H(q,p) = h} # 0

amb h € R sén invariants pel flux associat al sistema Hamiltonia, s’anomenen nivells

d’energia, i genéricament sén varietats diferencials de dimensié6 3.

Suposem que tenim un tor invariant T? en un cert nivell d’energia I;, del sistema
Hamiltonia (1), i que podem escollir una seccié transversal ¥ al flux que talli el tor T? en
una corba homeomorfa a un cercle S'. Sigui D el disc de & que té per frontera el cercle S!.
Suposem que laplicacié de Poincaré f : D — D (on f(z) és el primer punt de tall amb I
en temps positiu de I’drbita que passa pel punt z € D) estigui ben definida. Sota aquestes
hipotesis Iaplicacié de Poincaré conté tota la dinamica del flux Hamiltonia dintre del tor
T? en el nivell d’energia I;,. En particular les orbites periodiques de f es corresponen amb
les orbites periodiques del sistema Hamiltonia contingudes a linterior de T? en el nivell
d’energia I;,. Com que hem suposat que H és C? se sap que f és un difeomorfisme C! [48].

A vegades interessa restringir I'estudi de 1’aplicacié de Poincaré f a un subconjunt del
disc D. Aix{ molt sovint es veu que dintre de T? hi ha un altre tor invariant T? que
talla D exactament en m components connexes, essent cada component homeomorfa a un
cercle. Per tant si volem estudiar les orbites periddiques del sistema Hamiltonia en el nivell
d’energia I, que esta a Dinterior del tor T? i a 'exterior del tor T2, n’hi haura prou ¢
estudiar D’aplicacié de Poincaré f restringida a D,,, on D,, estd format pels punts de”’
que no estan a Uinterior de T?. Noteu que D, és homeomorfe al disc D amb m forats A

partir d’ara denotarem per Dy el disc D.

Sigui f: D,, — D, 'aplicaci6 de Poincaré amb m un enter no negatiu. Denoted P€r
Per(f) el conjunt dels perfodes de totes les orbites periddiques de f, és clar que Per( ) C N,



on N denota el conjunt dels nimeros naturals. Diversos autors han fet bones contribucions
a Pestudi del conjunt de perfodes Per(f): Poincaré [46], Birkhoff [6,7], Boyland [10], Franks
[18-20], Guaschi [22], Hall [25], Handel [28] ... Pero aquests treballs cs basen principalment
cn un dels segiients tres fets: (1) que laplicacié de Poincaré f es pot cscollir de mancra
que preservi area, o (2) que si el sistema Hamiltonia esta a prop d’un sistcma integrable
no degenerat llavors f es pot considerar genéricament una perturbacié d’un tipus concret
d’aplicacions anomenades twist, o (3) que si 'aplicacié de Poincaré estd definida sobre un
anell D, llavors es poden considerar nimeros de rotacié per estudiar les orbites periodiques.

En aquest treball estudiem el conjunt Per(f) de Paplicacié f : D,, — D,, utilitzant
essencialment el fet que f és un homeomorfisme de la superficie D,, i per tant podem aplicar
la classificacié de Nielsen—Thurston dels homeomorfismes de superficics. Com veurcm a la
Seccié 2, 'homeomorfisme f sera isotopic a un dels segiients quatre tipus d’homcomorfisme:
periodic, pseudo—Anosov, reductible periodic o reductible pseudo—Anosov. Els homcomor-
fismes periodics i reductibles periddics tenen entropia topologica zero, els altres dos la tenen
positiva. L’entropia topologica h(f) és un mimero real no negatiu que s’associa a f dec man-
era que si h(f) > 0 llavors la dinamica de f és for¢a complexa (vegeu per exemple [14]).
Per tant, parlant amb poca precisié perque f sigui cadtica caldra que f sigui isotopica a
un homeomorfisme pseudo-Anosov o reduible pseudo—-Anosov.

Dos homeomorfismes f, g : S — S sén isotopics si existeix una familia d’homeomorfismes
hi : S — S amb ¢t € [0,1] tal que hg = f i hy = g. Si S és una superficie llavors la nocié
d’isotopia és equivalent a la d’homotopia [16].

Hi ha técniques homologiques per calcular cotes inferiors de ’entropia topologica d’un
homeomorfisme f : D,, — D,, donat (vegeu per exemple [11]). Si la cota inferior calcu-
lada d’aquesta manera és positiva, com aquesta és invariant per homotopia (perqué només
depén de 'homologia), també ho sera per a qualsevol altre homeomorfisme isotopic a f.
Per tant aquest homeomorfisme f només pot ser isotopic a un pseudo~Anosov o a un re-
ductible pseudo-Anosov. Amb altres paraules, aquestes técniques homologiques permeten
detectar quan un homeomorfisme és isotopic a un homeomorfisme pseudo—-Anosov o a un
reductible pseudo—Anosov.

Siguin f,g : S — S dos homeomorfismes i sigui X un subconjunt finit de S invariant per
“ig,ésadir f(X)=g(X)=X. Diem que f i g s6n isotopics relatius a X si existeix una
foflia d’homeomorfismes h, : S — S amb ¢ € [0,1] tal que ho = f, by = g i hy(X) = X
Pea tot ¢ € [0, 1].

Es nostres resultats principals sobre el conjunt Per(f) es resumeixen en el segiient
teorens, Com és usual Int( D,,) denota 'interior de D,y,.
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Teorema 1. Sigui f : D, — D,, un homeomorfisme.

(a) Si f és isotopic a un homeomorfisme pseudo—Anosov, llavors N\ Per(f) és finit.

(b) Si f és isotopic a un homeomorfisme reductible pseudo—-Anosov, llavors N\ Per(f") és
finit per algun 1 <r <m —1.

(¢c) Sim € {0,1,2,3,4} i existeiz un conjunt invariant finit X C Int(Dy,,) amb cardinal
3—m o4 —m tal que f és isotopic a un homeomorfisme pseudo—Anosov relatiu a X,
llavors Per(f) = N.

En les hipotesis de la conclusié (a) del Teorema 1 era conegut que Per(f) és un conjunt
infinit (vegeu [27] i [30]) pel cas dels difeomorfismes C1*¢), perd aquf ho millorem provant
que N\ Per(f) és finit. De fet aquest resultat no només és cert per a les superficies D,y,,
siné que es pot estendre a qualsevol superficie connexa, compacta, orientable o no i amb
o sense frontera (vegeu Gambaudo i Llibre [21]). Que N\ Per(f) és finit equival a dir que
Per(f) conté tots els naturals a partir d’un cert & € N. En la prova de (a) donarem una

estimacié d’aquest k.
Com veurem la conclusié (b) es reduird a la (a) per un cert iterat f” de f.

Finalment la conclusié (c) s’obtindra a partir d’una col-leccié de resultats de Kolev
[32], Llibre i MacKay [36] i Guaschi [23]. Una descripcié més detallada de la conclusié
(c) la donem en el segiient corol-lari, on per una orbita k-periddica entendrem una orbita
periodica de perfode k.

Corollari 1. Sigui f : D,, — D,, un homeomorfisme isotopic a un homeomorfisme
pseudo—Anosov relativ a X .

(a) Si Dy, és el disc i X esta format per una orbita 3—periodica, o per la unié d’una orbita
2-periddica amb un punt fix, o per tres punts fizos, o per una orbita 4-periodica, o
per dues orbites 2—periodiques, llavors Per(f) = N.

(b) Si Dy, és Uanell i X esta format per una orbita 2—periodica, o per dos punts fizos, o
per una orbita 3—periodica, llavors Per(f) = N.

(¢) Sim = 2 1 X esta format per un punt fix o per una orbita 2-periodica, llavors
Per(f) = N.

(d) Sim =3 i X esta format per un punt fix o bé X = (), llavors Per(f) = N.

(e) Sim =4 iX =0, llavors Per(f) = N.



Els resultats d’aquest corol-lari es poden veure com una extensié als homeomorfismes
de Dy, del resultat de Sharkovskii [47] i de Li i Yorke [34], que P’existéncia d’una orbita 3
periodica implica 'existéncia d’orbites periodiques de tots els perfodes per a les aplicacions

continues de I'interval tancat en ell mateix.

Cal mencionar que la conclusié (c¢) del Teorema 1 no es pot millorar. Aixi a [306]
donem un exemple d’un homeomorfisme pseudo—Anosov sobre S2, tal que Per(f) # N per
a qualsevol m > 5. Un exemple similar amb m = 5 ha estat trobat recentment per en

Guaschi.

La resta del treball esta estructurada de la segilient manera: a la Seccié 2 es descriu
breument la classificacié de Nielsen~Thurston pels homeomorfismes de superficie modul
isotopia, perqué aquests resultats sén essencials en les nostres proves. En la Seccié 3 es
resumeixen les propietats basiques que necessitem dels homeomorfismes pseudo—Anosov.
A la Secci6 4 es proven les dues primeres conclusions del Teorema 1, i finalment a la Seccié

5 es prova la conclusié (c¢) del Teorema 1.

2 La classificacié de Nielsen—Thurston pels homeo-

morfismes de superficie

En aquesta seccié descriurem breument el treball de Thurston sobre la classificacié dels
homeomorfismes de superficie modul isotopia, vegeu [49,13,17,29,22]. Encara que la classi-
ficacié és independent de si ’homeomorfisme preserva o no Iorientacié, per a les aplicacions
que farem als sistemes Hamiltonians n’hi haura prou a considerar els homeomorfismes que

preserven ’orientacié.

Sigui S una superficie connexa, compacta i orientable amb o sense frontera, i sigui
Homeo™ (S) 'espai dels homeomorfismes de S que preserven l'orientacié dotat de la topolo-
gia de la convergeéncia uniforme. Les classes d’equivaléncia de Iespai Homeo™ (S) modul
isotopia sén els automorfismes de S. Denotem per Aut(S) el conjunt de tots els automor-

fismes de S.

Per motivar la classificacié de Thurston recordem la classificacié dels automorfismes
del tor T2. Considerem el tor T? com a quocient de R? pel reticle Z? amb una orientacié
fixada. Llavors el primer grup d’homologia de T? a coeficients en Z és H(T?% Z) ~ Z & Z.
Donada una matriu A del grup lineial especial SL(2,Z), aquesta preserva el reticle Z? i per
tant indueix un homeomorfisme hy : T? —» T2. A més, I'isomorfisme induit per h, sobre
el primer grup d’homologia (ha). : Hy(T%, Z) — H,(T?,Z) té matriu A. D’altre banda dos

homeomorfismes de T? s6n isotopics si i només si indueixen el mateix isomorfisme sobre

H,(T?,Z). Per tant Aut(T?) = SL(2,Z). Els valors propis de A sén :

(1) Complexos, és a dir traga(A) € {—1,0,1}. Del teorema de Cayley—Hamilton s’obté
que I = identitat per n igual a 3, 4 i 6 respectivament. Per tant h, s’anomena

periodic.

(2) Els dos iguals a 1 6 —1. Llavors A té un vector propi de components enteres que déna
lloc a una corba tancada i simple C sobre T? que no és homotopica a un punt. Fent
un canvi de coordenades podem suposar que

A= +1 a 1
0 =+1

és un twist de Dehn. Aixo vol dir que C' té un entorn anular U que parametritzem de
la manera segiient {(r,6) : 0 < r < 1}. El twist de Dehn sobre C' és ’homeomorfisme
(r,0) — (r,6 + 27r). En aquest cas diem que hy4 és reductible.

(3) Reals i diferents A i A™! verificant |A| > 1 > |[A7!|. Llavors h4 no és periodic ni té
corbes tancades, simples i invariants. Els dos valors propis donen lloc a dos foliacions
invariants transversals sobre T?, una estable F* i ’altra inestable F*, cada una -
paral-lela al corresponent valor propi; a més existeixen mesures transversals invariants

f° 1 p* sobre F* i F* respectivament tals que
ha(F*,1%) = (F*, A7),

ha(F*, 1) = (F*, M%),

on ha(F*, uf) denota la foliacié imatge ha(F*®) (igual a F°) dotada amb la mesura
imatge: la mesura d’un arc « transversal a la imatge de la foliaci6 és la p¢*-mesura de
h;'(a). Per tant ha es contrau lineialment en una direccié i s’expandeix lineialment
en l'altra direccié. Diem que hy és Anosov.

La classificacié dels automorfismes del tor ha estat generalitzada per Thurston [49] a
qualsevol superficie hiperbolica o amb caracteristica d’Euler negativa. La classificacié per
les superficies no hiperboliques és coneguda i molt més facil. Cal fer notar que gran part
del treball d’en Thurston ja va ser obtingut per en Nielsen [43] fa uns seixanta anys.

Sigui S la superficie definida al principi d’aquesta seccid, suposem que la seva carac-
teristica I’Euler x(S) és negativa, i sigui f : S — S un homeomorfisme.

Direm que f és periodic si existeix un nimero natural n tal que f™ = identitat.

Direm que f és pseudo—Anosov si:



(1) Existeixen dues foliacions F* i F* invariants per f que tenen el mateix conjunt de
singularitats finites a interior de S.

(2) Cada singularitat de F* i F* a Uinterior de S té almenys tres separatrius, vegeu la
Figura 1.

(3) Si S té frontera, cada component de la frontera és uni6 finita de fulles i singularitats

de F* i de F*, i conté almenys una singularitat de cada foliacié, vegeu la Figura 2.

Les singularitats de les dues foliacions alternen sobre les components de la frontera.
(4) F*# i F“ s6n transversals a l'interior de S.

(5) F* i F* admeten mesures transversals u° i p* respectivament, i existeix un nimero
real A > 1 tal que
J(Fp) = (F, A7),
FF ) = (F* ),
on f(F?, p) denota la foliacié imatge f(F*) (igual a F°) dotada amb la mesura
imatge. Aixi f es contrau sobre les fulles de F* on la distancia es mesura amb p*,
i s’expandeix sobre les fulles de F* on la distancia es mesura amb p", i s’expandeix
sobre les fulles de F* on la distancia es mesura amb p®. Diem que A és el factor de

dilatacid de f.

yu

ys

Figura 1. Una singularitat amb 3 separatrius.

Sigui F una d’aquestes dues foliacions invariants, denotem per p; el nombre de sep-
aratrius que té la singularitat s de F. Si s esta a la frontera de S, llavors els dos
arcs de la frontera de S que neixen a s es compten com a separatrius. Aixf les dues
singularitats s de les Figures 1 i 2 tenen p, = 3 per F*. Llavors tenim que es satisfa
la relacié

2x(5) = S(2 - p),

s

10

on la suma s’estén a totes les singularitats s de la foliacié F. Aquesta férmula és una
conseqiiéncia del Teorema de Poincaré-Hopf ([15,13]) per a camps de linies. Recordem
que un camp de linies sobre S localment és una versié no orientada d’un camp de
vectors sobre S.

0S

Figura 2. Un exemple de les foliacions a la frontera de S.

Si a la superficie S li traiem un nombre finit de punts obtenim una superficie amb
pingaments, un pincament per a cada punt que hem tret. Suposem que f : S — S és un
homeomorfisme i X C Int(S) un subconjunt finit invariant per f. Llavors si X no conté
cap singularitat de F* (o F*) a vegades anird bé pensar ’homeomorfisme f restringit a
la superficie amb pingaments S\ X. Més concretament si f és un homeomorfisme pseudo—
Anosov relatiu a X, llavors pensarem que les foliacions de fls\x : S\ X — S\ X presenten
una singularitat en cada pingament i cada una d’aquestes singularitats té una tnica sep-
aratriu. Aquesta interpretacié és correcta perqué cada pincament es pot recompactificar
afegint-hi un cercle frontera, i I’homeomorfisme pseudo—Anosov es pot estendre a aquest
cercle presentant cada foliacié una unica singularitat sobre aquest cercle. Aquesta idea és
essencialment deguda a Bowen [9], i ha estat utilitzada per diversos autors (per exemple
[10,27,35,24]). Aix{ si tenim un homeomorfisme pseudo—Anosov relatiu a X i X té cardinal
n, la férmula anterior es pot escriure com

2xS\ X) =2[x(S) - n] = > _(2-p,),
on ara la suma s’estén a totes les singularitats s de la foliacié F incluent—hi els pincaments.
Noteu que per a les singularitats s degudes a un pingament hem de prendre p, = 3.

Direm que f és un homeomorfisme reductible si existeix una familia C = {Cy,... ,C,}
de corbes tancades, simples i disjuntes de S tals que

(1) Cada C; és essencial, és a dir, no és homotopica a un punt ni a una component de la
frontera de S;
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(2) C; no és homotopica a Cj si i # j;

(3) C és invariant per f, és a dir f(C) = C.

Definim un twist generalitzat com un difeomorfisme de ’anell obert St x (=1,1) de la
forma
0 = £0 + w(r), r’ ==,

on (6,r) € S! x (—=1,1), w: [-1,1] = S' & C', i dw/dr(£1) = 0.

Teorema 2 (Teorema de classificacié de Nielsen—Thurston). Tot homeomorfisme
f:S—S és isotopic a un homeomorfisme F : S — S que verifica una i només una de les

segiients condicions:

(a) F és periodic.
(b) F és pseudo—Anosov.

(¢c) F és reductible per un sistema de corbes C' de manera que existeizen entorns anulars
oberts disjunts U; de C; tals que U = U;U; és invariant per F. Cada component S;
de S\ U (anomenada component de la descomposicié de F' ) s’aplica sobre si mateiza
per un primer iterat F™ (on n; s’anomena el perfode de S;), cada F™i |s; satisfa (a)
o (b). Cada U; s’aplica sobre si mateiz per un primer iterat F™, i cada F™i|y, és un
twist generalitzat (no necessariament un twist de Dehn,).

Si I’homeomorfisme F és reductible, utilitzant la notaci6 introduida al Teorema 2, tenim
que si F™i|g, és periodic per a tota component S; de la descomposicié de F', direm que F
és reductible periodic. En qualsevol altre cas direm que F és reductible pseudo—Anosov.

3 Propietats dels homeomorfismes pseudo—Anosov

Sigui F' : S — S un homeomorfisme pseudo-Anosov d’una superficie S connexa, compacta,

orientable amb o sense frontera.

(1) Totes les orbites periodiques de F' que no estan sobre la frontera de S s6n persistents.
Es a dir, si f : S — S és un homeomorfisme isotopic a F' i z és un punt n-periodic de F,
llavors existeix una familia d’homeomorfismes h; : S — S i un arc v(t) en S amb ¢ € [0, 1]
tals que ho = F, hy = f, ¥(t) és un punt n—periodic per h; i ¥(0) = x. Per a més detalls
vegeu [5,8,26].
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(2) F té una particié de Markov formada per rectangles topologics, és a dir, existeix

una col-leccié finita de subconjunts R = {Ry,... , R} de S tals que:

(2.2) Per a cada R;, 1 < i < k, existeix una immersio ¢; : IxI — Stalque ¢;(IxI) = R;,
per a tot t € I tenim que U,es¢i(t, s) esta continguda en una unié finita de fulles
d’una singularitat de la foliacié F* i de fet en una fulla sit € (0,1), 1 per atot s € I
tenim que Uyes¢i(t, s) esta continguda en una uni6 finita de fulles de la singularitat
F* i de fet en una fulla si s € (0,1).

(2.b) M = Uf=1Ri.
(2.c) IntR; NIntR; = 0 sii # j.

(2.d) F(R:) N R; té com a molt una component per a tot i,5 € {1,... ,k}.

Donat R construim un subshift de tipus finit (3 4, A, 04) com se segueix. Sigui A = (ai;)

la matriu k x k definida per

_ ) 1 si F(IntR;) N IntR £0,
“i = 0 en cas contrari.
Sigui ), 'espai de les successions ¢ € {1,... ,k}Z tals que ac,,,, = 1 per a tot i € Z,
i sigui o4 0 >, — Y., laplicaci6 shift, definida com o4(c)i = ciy1 per a tot i € Z on
c=(¢) € 34 Sic= ()€Y 4 podem provar que NiczF~1(R.;) és un unic punt. Per
tant definim £ : 3, — S mitjancant h(c) = NiezF*(Re,). L’aplicacié o4 : 35, — >4
defineix un subshift de tipus finit que és semiconjugat per h a F, ésa dir hoog = Foh.
De fet h només pot deixar d’ésser una conjugacié en les successions que s’apliquen sobre

punts de la frontera dels rectangles I?;.

Un altre fet que ens interessa remarcar és que el radi espectral de A, p(A), és igual a A
el factor de dilatacié de F, i que X és Iinic valor propi de A amb modul p(A). Per a més

detalls sobre les particions de Markov d'un homeomorfisme pseudo—Anosov vegeu [17].

(3) F és topologicament transitiu, és a dir F' té una orbita periodica densa a S (vegeu
[17).
(4) El conjunt de punts periodics de F' és dens a S, i existeixen un nombre finit de

punts periodics de cada periode (vegeu [17]).

(5) L’entropia topologica de F' és positiva (vegeu [17]).
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4 Prova de les conclusions (a) i (b) del Teorema 1

Sigui (34, A,04) un subshift de tipus finit associat a un homeomorfisme pseudo—Anosov,

vegeu la Seccié 3. La scgiient proposicié és basica per a la prova del Teorema 1(a).

Proposicié 1. Sigui (34, A,04) un subshift de tipus finit associat a un homeomorfisme
pseudo-Anosov, i sigui jv un ndmero real tal que 2 <t < A sEA>2, 11 < p<Ast A< 2.

(a) Euwisteix ng € N tal que
traga(A™1)

> .l
traga(A™) a

traga(A™) > 0,
per a tot n > ng.

(b) Si pn > 2 llavors m € Per(o4) per a tot m > 2nyg.

422)

Prova. Per ser A la matriu de transicié associada a una particié de Markov d’un homco-

(c) Si < 2 llavors m € Per(oa) per a tot

m > max{Zno,G <1 +

morfisme pseudo—Anosov amb factor de dilatacié A, resulta que el radi espectral de A, p(A)
¢s igual a A, 1 A és I"inic valor propi de A amb modul p(A), vegeu la Seccié 3. Per tant

ey (o n+1
iy Sraea(A™)

=A
n—oo  traga(A™) s

i (a) s’csguicx.

Com que (A™);; (cl terme j de la diagonal principal de A™) és exactament el nimero
de successions finites admissibles de llargada m comengant i acabant amb el simbol j, cl

nombre de punts fixos de o’ és igual a la traga(A™).

Suposem g > 2 1 m > 2ng. Sigui j = [(5m)/6], aqui [z] denota la funcié part entera
de x € R. Llavors afirmen que cada divisor propi de m és també un divisor d’algun decls
nimeros ng,no + 1,... ,j. En cfecte, qualsevol divisor propi de m és més petit o igual que
m/3 excepte potser m/2 (si és que m/2 6és enter). Com que

5m ™m 1> om m  m
2 6 2 37

J—ng+12 [-6—
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im/2 > ny Pafirmacié esta provada.

Tenint en compte que g > 2 resulta que

J j+1
. AR
M> L]«} 1 > l,l P
w > ;; p—
i per tant
1 J
i
o E <1
i=0

Llavors de (a) tenim

J
(lle Z /L’) traga(A™)

traga(A™) >
i=0
1<
Z (rtraga(A™)

ltm bt

1 J

> 7 nL—it e e A'L

ez Z " (,u, raga( ))

i=ng

= Z traca(A?).

i=ng

El nombre de punts periddics de periode m de o4 és més gran o igual que

traga(A™) — Z tra(;a(A;'_':),
i=1
si la descomposicié en factors primers de m és p§* - - - p2*. Per tant de Panterior desigualtat
obtenim que
traga(A™) — Ztra(;a(A;T:) >0,
i=1
d’on resulta que m € Per(o,4), i la conclusié (b) esta provada.
Per a cada pr amb 1 < ¢ < 2 i cada enter j > 1 definim [(u, 7) com l'enter [ > 1 més

petit tal que g > 377, 4. El resultat de resoldre Pequaci6 p = (7! —1)/(n— 1) respecte

de l és

~ log(utt —1) —log(pn — 1
og it
Llavors I(, j) és el minim enter positiu més gran o igual que Ly, 5). A més L(u,j)—(j+1)
és una funcié creixent en 7, i
. N log(pn — 1)
| L(p,5) — 1)) = —"—+.
Jim (L(u,5) = (G + 1)) log 1
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Aixi pel ;¢ donat existeix un enter k(y) tal que L(x, <i+1+ k() per a tot j.

Finalment com que 1 < jr < 2 considerem els enters

log(p — 1) >}
log /¢ '

e m tambeé és un divisor d’algun dels

1 > max {2710, 6 <1 +

De nou si j = [(5m)/6] llavors cada divisor propi d
,j. Com que m—(j+1) > |log(pn—1)/log 1], tenim que Ip, j)y £m,i

nimeros ng, no+1, ..
ovar la conclusio

per tant ™ = Z,’ 0 it Llavors, repetint els arguments que hem fet per pr
(a) obtenim com abans que traga(A™) > S traga(A"), i conseqilentment m € Per(oa),

1=70
i 1a conclusié (c) esta provada. B

E] Teorema 1(a) és una conseqiiéncia immediata del segiient resultat:

Teorema 3. Sigui S una superficie connezxa, compacta, orientable amb o sense frontera, i

. § — S un homeomorfisme isotopic a un homeomorfisme pseudo—Anosov F:S—S

sigui f
e Markov amb matriu de transicio

amb factor de dilatacié X que té associal una particid d

A. Sigui pt un ndmero real definit com a la Proposicid 1.

(a) Sip>2 llavors m € Per(f) per a tot m > 2ng, evcepte potser per a Un nombre finit

de m’s.

(b) Si p <2 lavorsm € Per(f) per a tot

m > max {2n0, 6 (1 +

excepte potser per a un nombre finit de m’s.

i)

) de la Secci6 3 nomes cal provar el teorema per F en lloc de

Prova. Fixem-nos que per (1
F estaran a linterior de

f, perqué com veurem tots els punts periodics que trobarem per

S.

L’tnica dificultat per provar (a) i (b) a partir de (b) i (c) de la Proposicié 1 és que
S 4a— S definida a la Secci6 3 és una semiconjugacié entre el subshift de

Paplicacié h :
tipus finit o4 : Sa— al Ihomeomorfisme pseudo-Anosov F:S — S en lloc d'una

conjugacié. Simés no J, només pot deixar d’ésser una conjugacio s
de la particié de Markov. Com que aquestes

obre el conjunt de totes les

preimatges de les fronteres dels rectangles R;

fronteres s6n una unié finita de trossos de les fulles que formen les varietats estables i

inestables de les singularitats de F, se segueix que només podem perdre un nombre finit de
a les singularitats de F. Per tant el teorema se segueix

punts periodics, els corresponents

de la Proposici6 1.
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Proposicié 2. Sigui F :
o1 . Sigui F : D,, — D,, un homeomorfisme reductible. Llavors el nombre
mazim de corbes essencials en la descomposicido de F' és m — 2 ’

1‘ rova. II() provaremm fell‘ l]l(l ) re Fe] = 1 el 1S Ile” 1 el 1SC aim S
UCC!
1 SOb m. m O, 5 2 ( (l C, l'al d SC a l) (10.

f a ‘) & Clal ue i 10 té corbes NCl lb. Sl]])()se N que €s ce t per m 1 ve. -
orats) és qu ID) o O b S eSSencla

3 1 cer
i > 2 1€11) 110

1 Notem que les dues corbes essencials C dels dibuixos (1) i (2) de la Figura 3 s6
ban. que | a 3 sén
1omotopiques sempre que la component frontera B dels dos dibuixos sigui la mateixa

b l(l 1 Juals a S €SS€: Cldls Sol)le D, que tingui el nbre

ES clar que ¢ ll'l.lsev()l fdlnﬂl L de Cor l)e SSel n+1 ng 1no1 1

maxim (le TDES 1 d a. omotc PICA & 1a
CO:. 1 es eﬁhellclals bObIe D,,L+ h 3 de tenir una cor ba. €SSeNcl 1 h 1881 1Ca a 11.

corba C d’un dels dibuixos de la Fig
S S igura 3. Sense pérdua de generalitat pod 3 sar
és la corba C del dibuix (1) de la Figura 3. P A

Podem pensar D i
> S m+1 com la unié de D, i ific
o odenn pe Do D,, amb D, identificant la component frontera
" ),, amb la component frontera interior C' de D, tal com s’indica al dibui
de la Figura 3 's clar. € & ol e
. gura 3. Llavors clarament D,,4; té exactament una corba essencial més que
] -]' ‘ S LA ., . . 1, ~ A A 3
D,,, i aquesta corba essencial és homotopica a C. Per hipotesi d’induccié, D, tenia
maxim m — 2 corbes essencials ' - orhes wsomcinls.
2 ssencials, per tant D té c axi
: m+1 t€ com a maxim m — 1 corbes essencials
com voliem provar. thes cssencinly
|

NO €1r ue es c'lCll a S ct 1 es .l . m T tals
tem q & f (1()11 Al eXelnpleS d hOlneOlllOIﬁSlIlerﬁ le(lll 1 )] ]D) ) ]D),” 11
que ll()lnl)le e les seves Co. l S esSse. exactament e Pos l em —

e el (1 ]. corbes ess IlCla.lS si1gul ex 1 maxim possi1 )1 n 2

D1
D'"'H

F' 111 - . v N 1 H
igura 3. Les dues corbes essencials C' dibuixades sén homotopiques

C . . S 1 . m vors mbre 7
Ol ()1 lari 2 tgut 1 ]D)", g ]D) , UN homeomOTﬁSﬂLC mdUCtlble. Lla OTS el nomo maxim
(18 com [)(771(’,1),1,3 df’. la dﬁgconlposlclé de 1 es m — 1

Prova. Se segueix facilment de la Proposicié 2.
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La Proposicié 2 i ¢l Corol-lari 2 e¢s poden estendre a qualsevol superficic connexa, com-

pacta, oricntable o no, amb o sense frontera; per a més detalls vegeu [38].

Prova del Teorema 1(b). Sigui F' : D,,, — D,, 'homeomorfisme reductible pscudo—Anosov
isotopic a f. Pecl Corol-lari 2 tenim que m — 1 és cl nombre maxim de components de la
descomposicié de F' pel teorema de classificacié dels homcomorfismes de Niclsen—Thruston
(vegeu el Teorema 2): resulta que qualsevol d’aquestes components S; ha de tenir perfode
n; < m — 1. Per tant aplicant ¢l Tcorema 1(a) a la component S; de la descomposicié de
F tal que F"i|g; ¢s pscudo—Anosov obtenim la conclusié (b) del Teorema 1. De nou hem

utilitzat la propictat (1) de la Seccié 3. ]

5 Homeomorfismes pseudo—Anosov de ’esfera amb

pincaments

En aquesta scecié provarem la conclusié (¢) del Teorcma 1.

Encara que el resultat principal provat en aquesta seccié (Teorema 4) també és veritat
per a homcomorfismes que canvien orientacié (vegeu Llibre i MacKay [36]), aqui només
ho provarem pels homeomorfismes que preserven Porientacid, perqué nosaltres aqui estem
pensant en les aplicacions d’aquests resultats a 'estudi de les orbites periodiques dels

sistemces Hamiltonians amb 2 graus de llibertat.

Recordem que el quocient del tor T? per la reflexié R respecte d'un punt (zg, yo) € T?
¢és homcomorfe a S?, perd que Pestructura diferenciable que aixf obtenim sobre S? presenta
(uatre singularitats sobre les quals I'aplicacié recobriment és 1-1 en lloc d’ésser 2—1. Més
concretament, ens mirem el tor T? com R%*/Z?, i prenem R(z,y) = (220 — 2,20 — )
sobre R%. Llavors les singularitats del quocient sén (29, y0), (xo + 1/2,%0), (xo,yo + 1/2) i
(zo+1/2,90+1/2). Denotem per V' el conjunt d’aquestes quatre singularitats. Si excloem
V de S? obtenim S? Pesfera amb quatre pingaments. Aquesta idea té una llarga historia

amb diversos noms, com aplicacié de Weicrstrass i la involucié hiperel-liptica.

Diem que una aplicacié f : M — M commuta amb un grup G d’aplicacions de M cn
M si per a tot g € G existeix ¢' € G tal que go f = fog'. Llavors Paplicacié f inducix
una aplicacié que denotem per f|G sobre 'espai quocient M/G.

Si l’aplicacié f : R*? — R? commuta amb cl grup G gencrat per les trasl-lacions T, (z) =
2-+m mitjangant vectors cnters m € Z?2 i la reflexié R respecte del punt zg, llavors f inducix
una aplicacié sobre S2. A més si f és Anosov, llavors f|G és pscudo—Anosov, perque

les foliacions i ’accié sobre clles baixa al quocient, i les quatre singularitats introduides
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presenten una dnica separatriu. Aquesta idea d’obtenir un pseudo—Anosov com a quocient

d’un Anosov ja ha estat utilitzada per diversos autors i notablement per en Katok [31].

Donat un automorfisme hiperbolic A sobre el tor T? existeix un nombre finit de possibles
reflexions R que commuten amb ’aplicacié lineial induida per la matriu A sobre R?, pero
sempre podem escollir zp = (0,0). Notem que els possibles punts de reflexié z, vénen
determinats per I'equacié (I — A)z € (;Z)Z, i per tant el nombre de possibles tries per
a R és |det(] — A)|. Aqui és clar (3Z)? = {z € Q : 2z € Z}, i Q denota el conjunt de
nimeros racionals. De fet com es veu a la segiient proposicié qualsevol homeomorfisme

pseudo-Anosov de S3 pot ser obtingut d’aquesta manera.

Proposicié 3. Cada classe d’isotopia d’homeomorfismes pseudo-Anosov sobre S conté
un representant que és el quocient d’un automorfisme hiperbolic del tor T2 per la reflexio

respecte d’algun punt, on els pingcaments son les quatre singularitats quocient.

Prova. De la férmula
—4=2(S) =) _(2- ),
5

i com que p, > 3 per a tota singularitat s (vegeu per a més detalls la Secci6 2), resulta que
les uniques singularitats de les foliacions associades a un homeomorfisme pseudo-Anosov
sobre S? s6n les quatre singularitats dels pingaments. Com s’indica a [17] podem prendre
un recobriment ramificat de la superficie on tenim definit I’homeomorfisme pseudo-Anosov
per treure-li totes les singularitats de les foliacions. En el nostre cas aixo significa que tenim
un recobriment ramificat de S? amb quatre punts de ramificacié de tipus arrel quadrada.
Es a dir que obtenim un homeomorfisme Anosov sobre T2. Com que cada homeomorfisme

Anosov de T? és isotopic a un lineial (vegeu [40]), la proposicié se segueix. E

El problema de descriure les classes de conjugacié dels homeomorfismes pseudo—Anosov
sobre una superficie donada és molt dificil, fins i tot pels automorfismes hiperbolics del
tor T2. Aquest darrer cas es pot reduir a un problema de teoria algebraica de ndmeros,
que es pot resoldre utilitzant nimeros de Dirichlet, vegeu per a més detalls [45]. Aqui no
necessitem la classificacié completa, perd si que anira bé utilitzar la conjugacié per reduir
el nombre de casos a estudiar.

Notem que podem reemplagar la matriu A associada a automorfisme hiperbolic del
tor per —A quan convingui, és clar que haurem de considerar el corresponent canvi en la
reflexié R.

Lema 1. Sigui A una matriu hiperbolica de SL(2,Z). Suposem que A commuta amb el

grup G generat per les translacions T, i la reflexié R respecte del punt z, tots ells actuant
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sobre R2. Llavors A/G és diferenciablement equivalent a (—A)/G’, on G’ és el grup de les
translacions Ty, i la reflexio R’ respecte del punt (A — I)(A+ 1) 2.

Prova. L'aplicacié (RA)/G és la mateixa que A/G. Sigui H(z) = z + a, z € R?, per algun
o € R2. Llavors
HSAHY(2) =220+ (I + A)a — Az.

Escollint & = —2(I + A)~'z, obtenim HSAH~' = —A. De la igualtat
HSH Y (2)=(I — A)a—z=2A-D(A+1)"2— z=5(2),

el resultat se segueix. ]

Ara seguirem la idea de Manning [41] per provar que podem reduir-nos a considerar
que totes les components de la matriu A sén positives. Més exactament tenim el segiient

resultat:

Proposicié 4. Tot homeomorfisme pseudo—Anosov sobre S que preserva lorientacid pot

reduir-se per conjugacid a l’associat a una matriu A amb totes les entrades positives.

Prova. Sense perdre generalitat podem suposar que tots els valors propis de A sén positius,

perqué en cas contrari considerem —A en lloc de A utilitzant el Lema 1.

Siguin A* i A* els valors propis de A satisfent 0 < A* <1 < A%, i sigui E® i E* les rectes
invariants per A definides pels vectors propis associats a A* i A" respectivament. Llavors
R?\ (E* U E*) té quatre sectors que denotem per C;, Cy, —C) i —C; on el sector C; no
és més ample que el sector Cy, i CI(C;) N CI(Cy) C E*. On CI(C) denota la clausura del
conjunt C' com a subconjunt de R2.

Volem escollir dos generadors (my,n;) i (mag,n2) de Z2, el primer a C) i el segon a
Cs,. Com l'automorfisme els anira aplicant cada vegada més a prop de E*, voldrem que el
quadrant positiu que defineixen s’apliqui dintre seu i aixf la matriu que representa auto-

morfisme en aquesta base tindra totes les seves entrades positives.

Escollim (rn1,n41) com el punt de C; NZ? més a prop de Porigen, i escollim (m/,n’) € Z*
tal que myn’ — nym’ = 1; aixd és possible perqué m; i n; sén primers entre si. Sigui
T = {x(kmy +m', kn, +n') : k € Z}. Es un caleul facil provar que T'N Cy # (). Llavors
triant (mg,n2) € T N Cz, es pot comprovar que A respecte de la base (my,n1), (ma, ny) té
totes les entrades positives. i

Notem que en la Proposici6 4 permutant els eixos si cal, podem considerar que la direccié
inestable té pendent a P'interval (0, 1).

20

Veiem ara com comptar el nombre de punts periddics d’un homeomorfisme pseudo—

Anosov sobre SZ associat a una matriu A en les hipotesis de la Proposicié 4.

Proposicio6 5. Pel quocient f d’un automorfisme hiperbolic del tor en la forma normal
de la Proposicio 4, per l’accié Zo generada per la reflexié respecte d’un punt, el nombre F,,
de punts fizos de f" és F,, = traga(A™).

Prova. Un punt z € R? és un punt fix per f si i només si existeix m € Z? tal que (a)
A"z =z+m o (b) A"z = 229 — z + m. Es facil de veure que el nombre d’aquests punts z
projectats sobre el tor T? = R2/Z2? és |det(I — A™)| o |det(I + A™)| en els casos (a) i (b)
respectivament. Es veu facilment que un punt z pertany a les dues classes si i nomeés si és
un del quatre pingaments. En passar de T? a S el nombre de punts fixos ha de dividir-se
per dos, excepte els punts de pingament. Per tant

1
F, = 3 (|det(f — A™)| + |det(I + A™)|).
I si A esta en la forma normal de la Proposicié 4, tenim que F, = traga(A™). B

La Proposicié 5 també es podria haver provat utilitzant els mimeros de Lefschetz de

f™, pero aqui hem preferit donar una demostracié independent de la teoria del punt fix.
Teorema 4. Si f és un homeomorfisme pseudo—Anosov de S2, llavors Per(f) = N.

Prova. El resultat obtingut en la Proposici6é 5 déna exactament el mateix nombre de punts
fixos per f" que pel subshift de tipus finit amb matriu de transicié6 A = (a;;). Aquest
subshift ve donat per ’aplicaci6é o definida sobre I’espai de successions doblement infinites
e = {en}nez sobre el grafic orientat amb vértexs 0 i 1, i a;; fletxes del vertex i al veértex j,
per (o(e))n = ent1. Per a més detalls sobre els subshifts vegeu per exemple [14].

Ara bé, els subshifts amb matriu de transici6 A com en la Proposicié 4 tenen llagos de
tots els periodes. Una manera de veure aixo és observar que el nostre grafic conté com a

subgrafic al que té per matriu de transicié

(13)

I aquest subgrafic conté llagos tancats repetint cada un dels segments minimals 0, 01, 010,
0100, 01000, ... Per tant f té orbites periddiques de tots els periodes. [}

Després que es provés el Teorema 4 a [36] en Guaschi [23] va provar el segiient resultat:

Teorema 5. Si f és un homeomorfisme pseudo—Anosov de S? (I’esfera amb 5 pingaments),
llavors Per(f) = N.
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Noteu que els Teoremes 4 i 5 sén independents, és a dir, coneixent-ne un no podem
deduir-ne laltre.
Prova del Teorema 1(c). En les hipotesis del Teorema 1(c) si col-lapsem cada component
de la frontera I, a un punt i suprimim aquests punts, llavors, tenint en compte que ja
faltaven els punts de X, obtenim S2 o SZ. I provar la conclusié (c) equival a demostrar els
Teoremes 4 i1 5. Per tant la conclusié (c¢) del Teorema 1 esta provada. i
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DISCURS DE RESPOSTA
PER L’ACADEMIC NUMERARI

Excm. Sr. Dr. JOAQUIM AGULLO I BATLLE

Excm. Sr. President de la Reial Académia de Ciéncies i Arts de Barcelona, Excms.
companyes i companys membres de I'Académia, Excmes. Autoritats i representaci-
ons, senyores i senyors:

Agraeixo a '’Acadeémia I'honor que em fa a I'encarregar-me que respongui en
nom de la corporaci6 al discurs d’ingrés fet pel Dr. Jaume Llibre i Sal6. Representar
I'’Académia en la recepci6 del Professor Llibre com a membre numerari d’aquesta
corporacié em resulta especialment grat per I'indubtable enriquiment cientific que
representara la seva preséncia en la nostra institucio.

Abans de respondre al vostre discurs, Dr. Llibre, em plau donar-vos una cordial
benvinguda a aquesta corporaci6 i expressar-vos la seva satisfaccié per poder comptar-
vos entre els seus membres.

I com €s costum, abans d’entrar en el comentari del discurs, faré una breu expo-
sici6 del vostre curriculum vitae cientific i academic.

Llicenciat en Matematiques en la Universitat de Barcelona el 1975, obtingué el
grau de Doctor en Matematiques el 1979 en la Universitat Autbnoma de Barcelona,
universitat on el 1986 aconsegui la placa de Catedratic Numerari.

Ja en el periode de doctorat s’especialitza en l'area tematica que donaria lloc a
les tres linies que han emmarcat des d’aleshores la seva recerca, i que sén: Els
sistemes dinamics discrets, la teoria qualitativa de les equacions diferencials, i els
sistemes Hamiltonians i la mecanica celeste. En totes elles ha fet contribucions re-
marcables, d’entre les quals destaquen les relatives a la dinamica combinatoria i
entropia en una dimensio, a I'estabilitat estructural dels sistemes polinomials, i a les
superficies separatrius i varietats invariants d’una classe de sistemes Hamiltonians
integrables, aixi com les que ens ha presentat avui en la seva memoria d’ingrés.

La seva obra cientifica és remarcable tant per l'extensié com per la qualitat.
Compren més de 200 articles, bon nombre dels quals han estat fets en col-laboracié
amb eminents investigadors de l'area pertanyents a diversos grups de recerca de
reconegut prestigi internacional. Ha dirigit 22 tesis doctorals i ha estat el fundador
del Grup d’Investigacié en Sistemes Dinamics de la Universitat Autdnoma de
Barcelona, que actualment dirigeix i que aplega uns 30 membres pertanyents a
diverses universitats catalanes i a la Universitat de les Illes Balears.

Investigador conegut i prestigiat internacionalment, ha estat convidat a fer nom-
broses estades en centres nacionals i estrangers. Aixi mateix ha estat contractat com
a professor visitant per la Northerwestern University, el Californian Institute of
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Technology, la Université de Tours i la Université d’Orleans. D’entre els seus nom-
brosos projectes de recerca, dos d’'importants han estat contractats per I’ ESA
(European Space Agency) i un per la NASA.

Es membre de I'Institut d’Estudis Catalans.

Passo ara a referir-me a la magnifica memoria d’ingrés presentada pel Dr. Llibre.
En ella fa una aportaci6é important en 'ambit de I'estudi del conjunt d’orbites perid-
diques dels sistemes Hamiltonians amb 2 graus de llibertat no integrables, utilizant
'estructura dels homeomorfismes de superficie.

Es paradigma d’aquests sistemes el moviment d’una nau espacial o d’un asteroi-
de en el pla del moviment de Jupiter al voltant del Sol, sota I'acci6 del camp gravi-
tatori creat per aquests dos cossos celestes. En el ben entés que la massa de la nau
o del asteroide és negligible comparada amb la dels dos cossos.

Si la massa d’'un dels cossos és molt inferior a la de l'altre, el problema, encara
que no integrable, és prou prop d’'un problema integrable no degenerat com per
presentar, d’acord amb el teorema de KAM, tors invariants que son deformacions
continues dels tors invariants del sistema integrable corresponent al valor nul de la
massa d’un dels dos cossos.

El Dr. Llibre ha centrat el seu estudi -fet per mitja de '’homeomorfisme establert
per una secci6 de Poincaré- en les trajectories contingudes dins d’un tor invariant
corresponent a un cert nivell d’energia del sistema Hamiltonia. Moltes d’aquestes
trajectories presenten el moviment erratic sense gaire ordre aparent anomenat cao-
tic. Perd en aquestes regions de l'espai de fases on aparentment domina el movi-
ment cadtic, habitualment es poden trobar moltes drbites peridodiques, d’indubtable
interes teoric i practic, que tanquen després d’1, 2, 3, ... interseccions amb la secci6
de Poincaré, i que per aquest motiu se les anomena de periode 1, 2, 3, ...L’objectiu
perseguit en el treball presentat és el de trobar el conjunt de periodes d’aquestes
orbites.

Per tal de donar més amplitud a la recerca, i com és usual en aquests estudis,
s’ha previst que es puguin excloure les trajectdries contingudes dins un altre tor,
contingut dins del tor considerat, i que talla la seccié de Poincaré exactament en un
nombre finit de components connexes.

La contribucié més destacable en la memoria presentada pel Dr. Llibre, és que si
I’homeomorfisme establert per la seccié de Poincaré d’un tor invariant corresponent
a un cert nivell d’energia (amb l'exclusio, si s'escau, dels forats creats per un altre
tor que li és interior) és isotdpic a un homeomorfisme pseudo-Anosov, llavors el
conjunt de periodes de les orbites periddiques conté tots els naturals a partir d’'un
natural k. Sobre aquest mateix cas només se sabia que aquest conjunt de periodes
era infinit, perd se’n desconeixia que a partir d’un cert valor hi s6n tots els periodes.

He de confessar que com a professor i investigador en I'ambit de I'Enginyeria
Mecanica, sempre m’ha produit una certa enveja tothom qui, des de departaments
de Fisica i Matematiques, practiquen la docéncia i la recerca en 'ambit de la meca-
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nica Hamiltoniana. Els seus sistemes es regeixen per un dels entremats de lleis més
ben estructurat i elegant de la Fisica, i presenten tota mena de propietats d’'una
extrema bellesa formal. Sén els sistemes per excel-léncia dels principis extremals,
les invariancies, les simetries i les antisimetries, i altres propietats tan sorprenents
com les que han centrat el discurs del Dr. Llibre.

En canvi, en I'ambit de I'enginyeria els sistemes Hamiltonians s6n un referent
llunya al qual els seus sistemes dinamics no poden accedir sense perdre bona part
del seu realisme. Els nostres sistemes sén més gasius en propietats senzilles, sén
d’estudi més ingrat, sén refractaris a les metodologies analitiques més potents i
d’elegancia formal més gran. En pensar-hi, no puc evitar d’evocar els versos de
I’Assaig de cantic al Temple de Salvador Espriu que diuen:

Ob, que cansat estic de la meva
covarda, vella, tan salvaige terra,
i com m’agradaria allunyar-me’n
nord enlla,

on diuen que la gent és neta

i noble, culta i rica, lliure,
desvetllada i felic!

Sovint envejo el territori amable, culte i ric dels sistemes Hamiltonians, perd,
com també passa en el poema d’Espriu, al capdavall segueixo quedant-me en la
terra més salvatge i poc agraida que, en aquest cas, és la dels sistemes dinamics
propis de I'enginyeria.

Feta aquesta petita disgressio, només em cal dir que I’Acadeémia rep avui, doncs,
amb el Dr. Jaume Llibre i Salé , un eminent matematic i prestigiés expert en meca-
nica Hamiltoniana, de qui espera una molt fructifera col-laboracié.

Professor Llibre, sigueu benvingut a la Reial Académia de Ciéncies i Arts de
Barcelona.
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