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Introducciéon

En el capitulo II del libro IV de Enriques-Chisini (1915) se hace un
estudio de los sistemas de curvas planas que pasan por un conjunto finito de
puntos base con multiplicidades asignadas. El conjunto de puntos base esta
formado por puntos del plano proyectivo (digamos puntos propios) y por pun-
tos infinitamente préximos en los sucesivos entornos de algin punto propio.
En particular, en la seccién 17 de [EC], se dan condiciones necesarias y sufi-
cientes que hay que imponer en un conjunto finitc de puntos infinitamente
préximos a un punto propio de una superficie algebraica lisa con multiplici-
dades asignadas, para obtener gérmenes de curvas que pasen por dichos puntos
con esas multiplicidades. Su analisis es puramente geométrico.

Veinte afios mas tarde, Zariski “desarrollé una teoria aritmética para-
lela a la teoria geométrica de puntos infinitamente préximos”. En [Z1] (1937),
introduce el concepto de ideal completo, por analogia con la idea de sistema
lineal completo, para estudiar los sistemas de gérmenes de curvas planas que
pasan por un conjunto finito de puntos base con multiplicidades asignadas.
Uno de los principales resultados es que los ideales completos del anillo local
de una superficie en un punto no singular forman un semigrupo multiplica-
tivo y cada ideal completo de dicho anillo local factoriza de forma tnica en
producto de ideales completos simples (es decir, elementos irreducibles del
semigrupo). Ademds, deduce que un ideal completo es simple si y sdlo si su
elemento genérico es analiticamente irreducible, y la factorizacién de un ideal
completo corresponde a la factorizacion de su elemento genérico en factores
analiticamente irreducibles ({Z1], teorema 11).

Podemos decir que existe una teoria aritmética de ideales completos con
un tratamiento en términos de dlgebra conmutativa, que ha sido desarrollada
y utilizada en distintas épocas por el propio Zariski ([ZS], apéndices 5 y 7)
y otros como Hoskin en [Ho}, Lipman en [Lil] y [Li2], Deligne en [De],
Gohner en [G6)], Rees en [R1], [R2] y [R3], Spivakovsky en [Spl], Cutkovsky



en [Cul] y [Cu2] y Huneke y Sally en [HS], mostrandose dicha técnica como
una técnica potente en si misma. En [Lil], Lipman considera la teoria de
ideales completos en anillos locales regulares de dimensién dos y la extiende
a anillos locales de dimension dos con singularidad racional, caracterizando
dichos ideales completos por medio de ciertos divisores con soporte excepcional
asociados ([Lil], seccién 18) y estudiando el problema de factorizacién en este
contexto. En general no hay factorizacién unica, pero si se puede recuperar
la semifactorizacién en este caso (ver [Cu2]). Un trabajo reciente en el que se
presenta esta teoria aritmética es [Li2], en el cual extiende también la teoria al
caso de ideales de soporte finito sobre anillos regulares de dimensién arbitraria.
Aqui tampoco hay factorizacion tinica, pero se tiene una factorizacién tnica
s1 se permiten exponentes negativos.

Por otro lado, tenemos una teoria geométrica de ideales completos que,
partiendo del estudio clésico de los italianos, ha sido elaborada por Casas
en [Csl], Lejeune-Jalabert en [LJ], Lipman en [Li3] y [Li4] y Campillo,
Gonzalez-Sprinberg y Lejeune-Jalabert en [CGL1], [CGL2] y [CGL3].
En particular, en ellos se hace énfasis en el comportamiento de las curvas
del sistema y, muy especialmente, de una curva general.

En esta memoria, extendemos la teoria geométrica de ideales completos
al caso de singularidades racionales de superficie. En particular, introducimos
el concepto de ctunulo (o conjunto de puntos base con érdenes asignados) con
origen en un punto con singularidad racional y damos condiciones necesarias
y suficientes sobre un ciimulo dade K para obtener curvas (bien divisores
de Cartier o bien divisores de Weil) que pasen por K con 6rdenes efectivos
iguales a los virtuales. Como consecuencia, revisamos desde este punto de
vista algunos de los resultados que aparecen en [Lil] y [Cu2]. En particular,
estudiamos la semifactorizacién en el semigrupo de ideales completos del anillo
local de una singularidad racional de superficie desde el punto de vista de
relaciones de proximidad.

También establecemos un diccionario entre cumulos por una parte y
divisores e ideales completos por otra, y obtenemos algunas aplicaciones de
este lenguaje. Por ejemplo, damos una férmula que calcula la colongitud de un
ideal completo m-primario y la utilizamos para calcular el nimero de elemen-
tos de un sistema minimal de generadores de un ideal completo m-primario,
observando en particular que dicho nimero de generadores depende sélo de
los érdenes en el origen del cimulo. Més aiin, el lenguaje de ciimulos aplicado
en este contexto, nos permite dar un algoritmo para encontrar explicitamente
un sistema minimal de generadores de un ideal completo m-primario, que
extiende el algoritmo recientemente expuesto por Casas en [Cs2| para el caso
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de puntos regulares. Por otro lado, podemos clasificar singularidades racio-
nales de superficie de varias formas equivalentes, todas ellas equivalentes a
dar sus grafos duales pesados. Esto permitird estudiar los gérmenes de cur-
vas reducidas inmersos en una singularidad racional de superficie de forma
completamente similar al estudio de gérmenes de curvas planas.

En el primer capitulo definimos y recordamos propiedades de las sin-
gularidades racionales de superficie (tal y como las introdujo y desarrolld
Artin en [Al] y [A2]) reproduciendo, por razones de completitud de esta
memoria, las demostraciones de los principales resultados. Asimismo, intro-
ducimos el concepto de ideal completo tal como lo hizo Zariski en [Z1] o [ZS],
explicitando algunas caracterizaciones de los ideales completos de un dominio
integramente cerrado y el resultado de que el producto de dos ideales comple-
tos del anillo local de una singularidad racional de superficie (5, P) es también
un ideal completo ([Lil], secciones 6 y 7).

En el capitulo 2 introducimos los conceptos de puntos infinitamente
préoximos, proximidad, constelaciones de puntos infinitamente préximos y
arboles con relaciones de proximidad. Dada una singularidad racional de
superficie (5, P), llamamos punto infinitamente préximo a P a todo punto
Q) de cualquier superficie S; obtenida a partir de S tras un nimero finito de
explosiones en puntos, tal que la imagen de ) via dichas transformaciones
sea P. Llamamos constelacion de puntos infinitamente préximos a P a todo
conjunto C de puntos infinitamente préximos a P (P incluido) tal que todos
los puntos que preceden algin punto de C (es decir, los puntos ) tal que existe
@' € C de manera que @' es infinitamente préximo a @) estdn también en C.
Cada. constelacién C de puntos infinitamente préximos a P define un morfismo
e 1 Se — 5. Consideraremos constelaciones C tales que el morfismo 7¢ sea
una desingularizacién de (S, P) y estudiaremos el grupo libre E¢ generado
por las componentes irreducibles {E.,}  del lugar excepcional de w¢. Se tiene
as{ una base destacada {E.} del Q-espacio vectorial E¢ @ Q.

Tras analizar el concepto de transformado total de un divisor de Weil
(concepto debido a Mumford, [M1]), podemos definir una nueva base {E,";}T
del @-espacio vectorial E¢ ® Q. La matriz de proximidad expresa la relacién
entre dichas bases. Teniendo en cuenta esta matriz, y después de definir el
concepto de orden de un divisor de Weil respecto a valoraciones divisoriales
(definicidn que se apoya en el hecho de que los divisores de Weil de una singu-
laridad racional de superficie se pueden ver como divisores de Cartier con
coeficientes racionales), expresamos el transformado total de un divisor de
Weil de (S, P) en funcién del transformado estricto y de la base {E.} (respec-
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tivamente {E."}}) Por otro lado, la forma de interseccion de divisores de S¢
con soporte excepcional define una forma bilineal definida negativa sobre E¢,
que representaremos mediante una matriz de interseccién que asociamos a la
constelacién C. Las relaciones entre la nocién de proximidad, las propiedades
de las singularidades en los puntos infinitamente préximos a un punto con
singularidad racional y la forma de interseccién queda, por tanto, estable-
cida. Tras este estudio, en la seccién 5 describimos los drboles con relaciones
de proximidad definidos por las desingularizaciones minimales de los puntos
dobles racionales.

Finalmente, en las secciones 6 y 7 de este segundo capitulo, desarro-
lamos el concepto de ciimulo (o condiciones base) de puntos infinitamente
préximos a P. A cada cimulo K con origen en P le asociamos el ideal g
formado por todos los divisores de Cartier de (S, P) que pasan por K (es decir,
el sistema lineal definido por K) y probamos que I es un ideal completo
m-primario del anillo local R = Ogp (siendo m el ideal maximal de R).
Ademss, si K es un cimulo con soporte en la constelacién C y el morfismo
7e : Se — S obtenido al explotar los puntos de C es una desingularizacion de
(8, P), entonces definimos un divisor Q-Cartier D con soporte excepcional
para m¢. Decimos que K es un cimulo bueno si Dk es un divisor de Cartier,
y en este caso probamos que el ideal Iy es la fibra en P del haz de ideales
(7¢)x(Og,(—Dg)). Queda asi establecida la asignacién a cada cimulo bueno
de un ideal completo y un divisor de E¢.

El capitulo 3 estd dedicado a generalizar la teorfa geométrica de
Enriques y conectarla con los resultados de Lipman en [Lil] y Cutkovski
en [Cu2]. Definimos las desigualdades de proximidad en un cimulo con origen
en P, extendiendo a nuestro caso el concepto que aparece en [EC] para una su-
perficie no singular, y llamamos (D P)-ctimulo,a todo cimulo bueno que satis-
face las relaciones de proximidad. De esta forma, en los teoremas 3.2.1 y 3.2.2,
probamos que existen divisores de Cartier (respectivamente, divisores de Weil)
de (S, P) que pasan por un cimulo dado K con érdenes efectivos iguales a
los érdenes virtuales si y sélo si K es un (D P)-ctimulo (respectivamente, si K
satisface las relaciones de proximidad y todos sus defectos son enteros no nega-
tivos). M4s aiin, en el caso de que el cmulo K cumpla la anterior propiedad,
se tiene que los tinicos puntos infinitamente préximos a P por los que pasan
todos los divisores de Cartier (respectivamente de Weil) que tienen Ordenes
efectivos iguales a los virtuales, son exactamente los puntos de C. Posterior-
mente, en el teorema 3.3.1 reformulamos las condiciones anteriores en funcién
del ideal I y el divisor D, conectando nuestro resultado con la teoria de
Lipman en [Lil], capitulo V.
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En la seccién 4 observamos que dos ctimulos distintos K y K' con
origen en P pueden definir el mismo ideal completo, es decir, puede que
Iy sea igual a Ik, pero sin embargo, entre los ciimulos K con el mismo
ideal Iy existe un tnico (DP)-cimulo. Por tanto, para estudiar ideales com-
pletos, podemos restringirnos a considerar (DP)-cimulos. De hecho, en la
seccion 5 probamos que, dada una constelacién C de puntos infinitamente
préximos a P, los morfismos K +— Ix y K +— Dy definen isomorfis-
mos entre el semigrupo K} de (DP)-ctimulos con soporte en C, el semi-
grupo I¢ de ideales completos m-primarios I de R tales que el haz IOg, es
inversible y un subsemigrupo E'c" del grupo de divisores con soporte excep-
cional para el morfismo m¢. Dicho semigrupo B} estd formado por todos
los divisores D de S¢ con soporte excepcional para ¢ tales que D.E; < 0
para 1 £ ¢ < n, donde {E;}%, son las componentes irreducibles del lu-
gar excepcional de la desingularizacién m¢. Posteriormente, utilizando el
isomorfismo entre I y E}, damos una prueba alternativa de la semifacto-
rizacién en el semigrupo de ideales completos m-primarios de R (obtenida
como consecuencia de que EZ’ tiene estructura de cono simplicial), estu-
diamos los generadores del semigrupo de ideales completos de R (que son
los elementos extremales del cono E}) y caracterizamos la factorizacién en
dicho semigrupo en funcién del determinante de la matriz de interseccion
asociada a la desingularizacién minimal de (S, P).

Finalmente, en la seccién 8 describimos explicitamente el semigrupo
Egm asociado a cada tipo de punto doble racional, siendo C,, una constelacion
que define la desingularizacién minimal. Como consecuencia, para cada punto
doble racional (S, P) y cada constelacién C con origen en P (no necesariamente
minimal) serd inmediato describir explicitamente el semigrupo Ef. En par-
ticular, tras este analisis exhaustivo y como nueva aplicacion de la estructura
del semigrupo de ideales completos, mostramos el resultado de Lipman en
[Lil] que afirma que las singularidades de tipo Eg y los gérmenes de super-
ficie no singular son las tinicas singularidades racionales para las cuales hay
factorizacion tinica en el semigrupo de ideales completos m-primarios.

En el capitulo 4 utilizamos la equivalencia entre ideales completos,
cimulos y divisores con soporte excepcional para dar algunas aplicaciones.
Como primera aplicacién, obtenemos una férmula que calcula la longitud
del R-médulo R/I para cualquier ideal completo m-primario I de R. Dicha
férmula es una generalizacion en el caso en que R es el anillo local de una singu-
laridad racional de superficie de la formula de Hoskin y Deligne ([Ho] y [De])
vélida cuando R es el anillo local de un germen de superficie no singular.
Como consecuencia, en la seccién 3 calculamos el nimero de elementos p(I) de
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cualquier sistema minimal de generadores de un ideal completo m-primario I,
observando en particular que, como sucede en el caso no singular, u(I) depen-
de sélo de los érdenes en el origen del (DP)-cimulo asociado a I. Mas an,
en la seccién 4 damos un algoritmo que permite encontrar explicitamente un
sistema minimal de generadores de un ideal completo m-primario I = Ik
a partir del cimulo K. Este resultado es una generalizaciéon del algoritmo
expuesto por Casas en [Cs2] para el caso no singular. Es importante notar
que el algoritmo anterior estd descrito en el lenguaje de ctimulos, no siendo
sencilla su transcripcién al lenguaje de divisores, mientras que para el calculo
de la longitud de R/I, o en particular de p(I), utilizamos el lenguaje de
divisores con soporte excepcional.

Como segunda aplicacidn, en las secciones 5, 6 y 7 estudiamos la
relacién entre el grafo dual pesado, la forma de interseccion, el semigrupo
de ideales completos y la matriz de proximidad de una singularidad racional
de superficie. Diremos que dos singularidades racionales de superficie son
del mismo “tipo” si y sdlo si los respectivos grafos duales de las desingu-
larizaciones minimales coinciden. Expresamos este criterio de equivalencia
en funcién de la forma de interseccién definida en el grupo de divisores con
soporte excepcional para la desingularizacién minimal y en funcién del semi-
grupo Egm (o més concretamente, del cono simplicial de ZZ™ definido por E&"m)
donde C,, es una constelacién minimal, mostrando que igual grafo dual pesado
equivale a igual cono simplicial de ZZ". En particular, deducimos que, si dos
singularidades racionales de superficie son del mismo tipo, entonces los respec-
tivos semigrupos de ideales completos m-primarios asociados son isomorfos.
También establecemos la equivalencia entre el tipo de una singularidad
racional de superficie (5, P) y las matrices de proximidad e interseccién aso-
ciadas a su desingularizacién minimal. Mas aiin, dada una constelacion C con
origen en P, describimos un algoritmo para calcular la matriz de proximidad
My y la matriz de interseccién A¢ a partir del grafo dual del morfismo w¢.

Finalmente, en las secciones 8 y 9 del capitulo 4 estudiamos los
gérmenes de curvas reducidas inmersos en una singularidad racional de super-
ficie (S, P). A cada germen de curva reducida C inmerso en (5, P) le asocia-
mos un sistema completo de invariantes expresado de forma compacta por
un objeto T'(C) que depende de la inmersién en (S, P). Probamos como
principal teorema que I'(C) determina la clase de equirresolucién de C, pero
sin embargo, damos ejemplos que muestran que €l reciproco no es cierto.
Por tanto, los gérmenes de curvas vistos dentro de la singularidad racional de
superficie se pueden clasificar por el invariante I'(C) y este invariante tiene
una importante informacion.
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Capitulo 1

Singularidades racionales de superficie.

Ideales completos.

En [Z1], Zariski introdujo y desarrollé el concepto de ideal completo de
un anillo k[x, y](x,y) 0 k[[z,y]], donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica cero, obteniendo consecuencias geométricas importantes.
El adjetivo “completo” proviene de la idea de sistema lineal completo en
geometria algebraica, ya que un sistema lineal dado por los divisores de
una clase de equivalencia lineal que pasan por ciertos puntos infinitamente
préximos (ver definicién 2.1.1 signiente) con multiplicidades asignadas, corres-
ponde a un sistema lineal completo sobre la superficie obtenida por explosién
sucesiva de los puntos infinitamente préximos considerados. Condiciones como
las anteriores se denominan condiciones base. De hecho Zariski probd que los
ideales completos (de k[z,yl(,,) o de k[[z,y]]) son los tnicos ideales cuyos
elementos pueden ser caracterizados por condiciones base ([Z1], seccién 12 y
[ZS], apéndice 5).

La idea de ideal completo puede ser generalizada para todo ideal
sobre un dominio R (esta definicién se debe a Zariski, ver [ZS], apéndice 4).
En este capitulo recordaremos esta definicién, asi como la definicién y princi-
pales propiedades de las singularidades racionales de superficie, y estudiare-
mos algunas propiedades de los ideales completos de un anillo local R con
singularidad racional (es decir, R es el anillo local Og p de una singularidad
racional de superficie (5, P)). Las secciones 1 a 7 estén dedicadas a reproducir
propiedades de las singularidades racionales de superficie y en las secciones



8 a 11 recordamos los conceptos de cierre integro, complecion e ideales con-
traidos, para concluir que el producto de ideales completos de un anillo local
R con singularidad racional es también un ideal completo de R.

§1. Preliminares.

1.1.1. A lolargo de este trabajo, una variedad es un esquema reducido,
separado y de tipo finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k. Una
superficie es una variedad de dimensién dos y una singulerided de superficie
es el germen de una superficie § en un punto P. Por punto entendemos un
punto cerrado, salvo que se especifique lo contrario.

Dada una singularidad de superficie (9, P), denotaremos por R el anillo
local Osp de S en P y por m su ideal maximal, Si X es una variedad,
por un morfisme p : X — (S, P) entendemos un morfismo separado de
esquemas X —— Spec R. En general, representamos el morfismo p mediante
p: X — 8, donde S es cualquier superficie representante del germen (5, P).
De manera ansloga, la explosidn de (S, P) con centro P es la explosion de
Spec R con centro el ideal m, y el esquema asi obtenido resulta ser una
superficie sobre k.

Un morfismo p: X — S es una desingulerizacidn si X es una super-
ficie no singular y el morfismo X — Spec R es birracional, propio y es un
isomorfismo entre la contraimagen del complemento del lugar singular y dicho
complemento. Una desingularizacién p S — S de (S, P) es una desingula-
rizacién mintmal si, para cualquier otra desingularizacién p : X — §, existe
un tnico morfismo ¢ : X — § tal que p = Pogq. Es claro que, si existe
una desingularizacién minimal de (S, P), es tinica salvo isomorfismo, y tal
desingularizacién siempre existe como es bien conocido.

Sip: X —— 5 es una desingularizacién, enfonces diremos que un
divisor D de X tiene soporte ezcepcional si laimagen de D por p esta contenida
en el lugar singular. A partir de ahora supondremos que la superficie S es
normal y que P es un punto singular (por tanto con singularidad aislada)
y, dada una desingularizacién p : X — S, diremos que p~!(P) es el lugar
ezcepcional de p.

Un divisor de Weil (respectivamente de Cartier) de una singularidad
de superficie (S, P) es un divisor de Weil (respectivamente de Cartier) de
Spec R. En particular, si (S, P) es no singular (es decir, si P es un punto no
singular de S entonces los divisores de Weil son los divisores de Cartier.
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1.1.2. Dado un esquema X (por ejemplo, X una variedad o bien un
divisor de Weil de una superficie) y un haz de O x-médulos F, denotamos por
H{(X,F), o bien H(F), los grupos de cohomologia de F. Si X es un esquema
proyectivo sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, entonces, para todo haz
de Ox-médulos F, H(X,F) es un k-espacio vectorial de dimensién finita.
En tal caso, denotamos por 4( X, F) la dimensién en k de H¥(X,F) y defini-
mos la caracteristica de Euler del Ox-médulo F mediante

(1) X(X: ‘F) = Z('—l)ihi(x,f)

i>0

Recordemos que si X es un esquema afin noetheriano entonces, para
todo haz casicoherente de Ox-mddulos F, se tiene que

H(X,F)=0 Vi>0
([H], capitulo III, teorema 3.5).

1.1.3. Dados dos esquemas X e Y, un morfismo de esquemas
f:X — Y y un haz de Ox-mbdulos F, para i > 0 denotaremos por
R f(F) el haz asociado al prehaz de Y dado por

V — H (f7Y(V), Flg-r)

donde V recorre el conjunto de abiertos de Y.

De hecho, si X es un esquema noetheriano e Y es un esquema afin
(sea Y = Spec A donde A es un anillo), entonces para todo haz casicoherente
de Ox-mdbdulos F se tiene

Rf(FY=2H(X,F)~ V¥i>0

donde por Hi(X,F)~ denotamos el haz de Spec A asociado al A-médulo
HY(X,F) ([H], capitulo III, proposicién 8.5).

1.1.4. A continuacion enunciaremos el teorema de Grothendieck de
las funciones formales ([EGA III], 4.2.1): Sea f: X — Y un morfismo
proyectivo de esquemas noetherianos, sea F un has coherente de @ x-mddulos
e y € Y un punto no necesariamente cerrado. Para cada r > 1 definimos

Xy =X Xy Spec Oyy /m;
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donde m, es el ideal maximal del anillo local Oy,,. Consideremos el
Ox,-médulo F, = v* F, donde v : X, — X es el morfismo natural. Enton-
ces, fijo ¢ > 0, para cada r > 0 tenemos morfismos naturales

Rifu(F) @ Oyy [my — H'(X,, )
que definen un isomorfismo de Oy ,-médulos

1.1.5. Finalmente, recordaremos algunos resultados de teoria de inter-
seccidn que necesitaremos en el trabajo.

Sean C'y D dos divisores de Cartier de una superficie X y sean |C| y |D|
las curvas reducidas soporte de C 'y D. Entonces el producto de interseccion
C.D es un 0-ciclo médulo equivalencia racional en el grupo Ag(|C| N |D|) de
clases de equivalencia racional de O-ciclos en [C|N[D} (ver {F], capitulo 2). Si
ademas [C] , |D| o |C| N | D] son proyectivos, entonces el grado de C.D) es un
entero bien definido que denotamos mediante deg (C.D) o més sencillamente
C.D. En particular, supongamos que |C| es proyectivo y consideremos C'
como subesquema de X. Entonces, si Ox(—C) es el haz de ideales de Ox que
define C, se tiene que O¢ = Ox /Ox(—C) y, si Oc(D) es el haz de O¢-ideales
Ox(D) ®ox Oc, entonces el producto de interseccién D.C estd dado por

(2) D.C = degc (0u(D)) = X (C, 0c(D)) - X (C, 0c)

Recordemos en particular que si C' o D son proyectivos, entonces D.C' = C.D

Nota. Si C es un divisor de Weil y D un divisor de Cartier de una
superficie X entonces D.C tiene sentido y es un 0-ciclo médulo equivalencia
racional en Ag({C]{N [D|). También es cierta la igualdad (2) si |C] o |D] son
proyectivos. Sin embargo, no podemos usar una igualdad D.C = C.D ya que
s6lo estd definido el producto de la izquierda.

1.1.6. Sea (.S, P) una singularidad (normal) de superficie,p: X — §
una desingularizacién de (S, P) y {E;}® las componentes irreducibles del
lugar excepcional p~1(P) de p. La interseccién de divisores en X define una
forma bilineal sobre el grupo E, = @7, 7ZZE; de divisores con soporte excep-
cional, forma que representamos mediante los objetos combinatorios dados en
la siguiente definicion.




Definicion.  El grafo dual I', asociado a la desingularizaciénp : X — S
es el grafo formado por:

( 1) Un conjunto de n vértices, uno por cada componente irreducible F;
del lugar excepcional de p.

( ii) Aristas uniendo los vértices correspondientes a E; y E; para todo
par (i,) tal que i # j y Ei (\E; # 0.

El grafo dual ponderado T'y asociado a p es el grafo dual T',, junto con
los siguientes pesos en los vértices:

( iti)  En el vértice correspondiente a E; asignamos el mimero de inter-
seccion E;. F;.

1.1.7. Sean X y S dos superficies y p : X — § un morfismo propio.
Sea D un divisor de Cartier de X tal que el subesquema de X que define sea
una curva lisa, y sea C un divisor de Cartier de S. Si denotamos por C* el
transformado total de C' por p (es decir, C* = p*(C')), entonces

(3) p«(D.C*) = p,(D).C
donde por p, denotamos la imagen directa.
En particular, si p: X — § es una desingularizacién de la superficie
S y D un divisor de X con soporte excepcional, entonces
(4) DC*=0

para cualquier divisor de Cartier C de 3.

1.1.8. Por ultimo, si D es un k-esquema proyectivo 1-dimensional,
entonces el género aritmético de D se define mediante

(3) Pa(D) :=1-X(D,Op)

Supongamos que D es un divisor con soporte proyectivo de una superficie no
singular X. Entonces el teorema de Riemann-Roch implica que

(6) pa(D)=1+3D.(D +Kx)

donde Kx es un divisor candnico de X.
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§2. Superficies con singularidades racionales. Desingularizacion.

En esta seccién definimos las singularidades racionales de superficie y
estudiamos algunas propiedades de dichas singularidades (véase [A2], [Br],
[Lil], [P] como referencia).

1.2.1. Definicion. Una singularidad racional de superficie es una
singularidad normal de superficie (5, P) para la cual existe una desingula-
rizacién p: X —s § tal que la fibra en P de R'p.Ox es cero.

En particular, si P es un punto no singular de S, entonces {5, P) es una
singularidad racional de superficie (témese X = 5, p el morfismo identidad y
apliquese 1.1.2 y 1.1.3).

1.2.2, Definicion. Una superficie con singularidades racionales es
una superficie S tal que para todo punto ) de §, la singularidad de superficie
(S, Q) es racional. Por tanto S es una superficie normal y sus singularidades
son, por consiguiente, aisladas.

1.2.3. Sea (S, P) una singularidad de superficie. Entonces existe una
desingularizacién de (.5, P) obtenida por sucesidn finita de explosiones de pun-
tos seguidas de normalizaciones (ver [Z2]).

Si (S, P) es una singularidad racional de superficie, R = Og,p es el
anillo local de S en P, m el ideal maximal de Ry n; : S — 5 la ex-
plosién con centro P, entonces 51 = Proj G donde G = @p>em” y, por la
proposicion 1.9.2 (o més directamente el corolario 1.9.3), se tendrd que Sy es
normal.! Més atn, veamos que, en la situacién anterior, S; es una superficie
con singularidades racionales, con lo cual habremos probado que existe una
desingularizacién de (S, P) obtenida por sucesién de explosiones en puntos.

Consideremos un punto cerrado P, de S;. El anillo local Og,, p
es normal y de dimensién dos y por tanto, (Si,Pi) es una singularidad
normal de superficie. Veamos que es racional. Tomemos una desingula-
rizacién p : X — § tal que (R'p,Ox)p = 0. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que S es local, es decir, § = Spec R, y por tanto
H'(X,0x) = 0 (ver 1.1.3). Por otra parte, el haz mOx es inversible
(ver [Z2], lema p.686 si la caracteristica de k es cero y [Lil], proposicién
3.1 en otro caso) y, por la propiedad universal de la explosién, existe un

1En la demostracién de 1.9.2 no utilizaremos la proposicién 1.1.3. Por claridad
del trabajo hemos incluido dicha demostracién en una seccidon independiente
de ésta.




morfismo ¢ : X — 5 que factoriza p, es decir, p = 7, 0 ¢. El morfismo ¢
ha de ser birracional y propio (véase [H], capitulo II, corolario 4.8 (e) para
la dltima propiedad), luego ¢ : X — 5] es una desingularizacién. Ademds,
H'(X,0x) =0y por tanto (R'q.Ox)p, = 0, con lo que (S, P;) es racional.
Asi pues, concluimos que si S es una superficie con singularidades racionales
y 7 : 8 — S es la explosidén de un punto de 5, entonces S; es también una
superficie con singularidades racionales.

1.2.4. Proposicién. ([Lil], teorema 4.1) Sea (S, P) una singularidad
racional de superficie. Entonces la desingularizacién minimal p S — S de
(S, P) es un producto de explosiones de puntos, y se tiene que la fibra en P
de lei.,(’)§ es cero. Mds aun, toda desingularizacién p: X — S de (S, P) es
producto de explosiones en puntos y la fibra en P de R'p,.Ox es cero.

DEMOSTRACION: Si (S, P) es singular, sea m : Si — S la explosién
de (S, P) con centro en el punto singular P. La superficie S; asi obtenida
es normal y solo tiene singularidades racionales, por tanto tiene un nimero
finito de puntos singulares. Explotemos dichos puntos y sigamos haciendo
explosiones en los puntos singulares asi obtenidos. El argumento en [Z2] para
ver que tras un niimero finito de explosiones se obtiene la desingularizacion
es como sigue: Si el proceso fuera infinito obtendriamos una sucesion infinita
de anillos normales con singularidad racional

B=Ri<Ry<R3<Ry<Rs<---

El anillo U,>; R, es un anillo de valoracién R, (ver [Z2], seccién 19) que
domina a cada R,. Sea p: X — Spec R una desingularizacién de (S, P),
entonces v domina algin punto @ € X y por tanto, existe un entero N tal
que R, domina al anillo local Ox g para n > N. Ahora bien, puesto que
p factoriza por explosiones de puntos singulares (ya que mQOx es inversible),
se sigue que Ox g ha de dominar a Ry y por tanto Ry = Ox g en contra de
que Ry no es regular.

Asl pues, el proceso ha de terminar tras un niimero finito de explo-
siones, obteniendo asi una desingularizaciéon p : S — 5. De la forma en
que estd construida p, y teniendo en cuenta de nuevo que mOx es inversible,
se deduce que para cualquier otra desingularizacién p : X — § de (S, P),
X dominaa Sy por tantop: & — Sesla (tinica) desingularizacién minimal
de (S, P). Ademés es obvio que la fibra en P de R! p«Oy es cero.

Por 4ltimo, dada una desingularizacién p : X — S de (S, P), X se
puede obtencr a partir de S por una sucesién de explosiones en puntos.
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En efecto, puesto que una superficie no singular es una superficie con singula-
ridades racionales, el argumento anterior es valido en este caso sustituyendo
“puntos singulares” por “puntos que no dominan a X y se concluye el resul-
tado. Nétese que la 1iltima afirmacién se sigue también del teorema de estruc-
tura de morfismos birracionales entre superficies lisas. m

§3. Caracterizacién de las singularidades racionales por el género
de los ciclos excepcionales.

Sea (S, P) una singularidad normal de superficie. Consideremos una
desingularizacién p : X — § de (S, P) y sean {E;}..., las componentes
irreducibles del lugar excepcional p~!(P).

Llamaremos ciclo ezcepcional a todo divisor efectivo no nulo con sopor-
te excepcional. Un divisor tal se escribe de la forma Y ..., b; E;, siendo los b;
niimeros enteros no negativos y algin b; estrictamente positivo.

Dado un ciclo excepcional D, denotaremos por OF, el haz de unidades
de @p. Los elementos de H (D, 0%) se corresponden canénicamente con las
clases de isomorfismo de haces inversibles de D ([H], capitulo III, ejercicio 4.5).
Dado un haz inversible £ de D, denotamos por d;( L) el grado del haz inversible
£L|p, de E;. La aplicacién £+ (di(£), ..., dn(L)) define un homomorfismo

(7) d: H (D,0%) — Z*

Ademds, si D = > b; B; con todos los b; estrictamente positivos, entonces no
es dificil ver que el morfismo d es sobreyectivo.

1.3.1. Lema. ([Al], teorema 1.7) Sea D = ), b;E; un ciclo excep-
cional tal que b; > 0 para todo i:. Entonces las condiciones siguientes son
equivalentes:

() H'(D,0p)=0

( ii)  El morfismo d : H' (D,0%) — Z" es isomorfismo.

( iii)  pe(C) £ 0 para todo ciclo excepcional C tal que 0 < C < D, es
decir, tal que D — C es un ciclo efectivo.

DEMOSTRACION: Puesto que b; > 0 para todo ¢, el morfismo d es sobre-
yectivo. Por tanto, para probar la equivalencia (i) <= (i) bastaré con probar
que, dado un ciclo excepcional D con soporte conexo (sin ninguna condicién
adicional), se tiene que H'(Op) = 0 si y sdlo si el morfismo d definido

8




en (7) es inyectivo. Esto es un hecho conocido cuando D es irreducible,
es decir, D es uno de los E;, y este hecho, junto con un resultado que relaciona
HY(Op)y H (O%) (véase [A1], lemas 1.4 y 1.6), demuestran la equivalencia
(1) <= (4¢%) para cualquier ciclo excepcional D con la propiedad anterior.

Para probar (i) = (#i?), tomemos un ciclo excepcional efectivo y
no nulo ¢ < D. La inclusién ¢ C D induce un morfismo sobreyectivo
Op — Og. Puesto que las variedades anteriores son de dimensién 1,
tendremos una aplicacién sobreyectiva H! (Op) = 0 — H' (O¢). Asf pues,
Hi(0Og)=0y p.(C)=1-hOc) 0.

Probemos ahora (4i¢) => (7). En primer lugar, puesto que D = > b, E;
con b; > 0 para todo ¢, se tiene que 0 < E; < D y por tanto, los E; son
curvas racionales lisas. Utilizando este hecho, probaremos que para todo
ciclo excepcional (al que seguiremos llamando D = ) b;E; por abuso de
notacién, donde shora b; > 0), la igualdad (i¢) implica (¢). Razonaremos
por recurrencia sobre b = ) b;. Cuando b = 1, necesariamente D = E; para
algin ¢, y el resultado es cterto. Supongamos que el resultado es cierto para
Y b;—1. Tomemos E; € Sop D y definamos D; = D— F;. Se tiene la sucesién
exacta

0— Op(—D;) - Op — Op, =0

Por hipétesis de recurrencia, H' (Op,) = 0 para todo ¢. Asi pues, bas-
tard probar que H' (Op(—D;)) = 0 para algin ¢ € {1,--- ,n}. Ahora bien,
Op(—D;) es isomorfo a Og,(—D;) y E; = IP1, por lo tanto, serd suficiente
probar que para algin i tal que b; # 0, el grado —D;.E; es > —1, es decir,
D.E; £ 1+ E;.E;. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
D.E; > 2+ E;.E; para todo ¢ con b; 3 0. Si Kx es un divisor candnico de X,
puesto que p,(E;) = 0, aplicando la férmula del género se tiene

(8) Ky .FE;,=-2—E, E;

Por tanto

(D + Kx).D =(D + Kx). (Y b:E:) 20

1
pa(D) = §(D +Kx)D+121

en contra de que p,(D) <0. =



Una consecuencia del lema anterior es el siguiente criterio de raciona-
lidad.

1.3.2. Proposicién. ([A2], proposicidn 1) Sea (S, P) una singula-
ridad normal de superficie y p : X — S una desingularizacion. Entonces
(8, P) es una singularidad racional si y solo si para todo ciclo excepcional
D > 0 se tiene po(D) £ 0.

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema de Grothendieck de las funciones
formales (ver 1.1.4) se tiene que el completado de la fibra en el punto P de
R'p,Ox es

(9) (B'p.0x)} = lim H' (X,0p,)
b—oo
donde b = (b1, ... ,b,) y Dp = Y, b;E;. Los morfismos del sistema proyec-

tivo definido en el miembro derecho estén dados de la siguiente forma: Para
b < b (es decir, b; < b)), Ox(—Dy) C Ox(—Dy) y por tanto se tiene un
morfismo sobreyectivo Op,, — Op,. Tomando el niicleo de dicho morfismo
y la correspondiente sucesién exacta Ta,rga de cohomologia, y puesto que los E;
son de dimensién 1, se sigue que la aplicacién H'(X,Op,,) — H(X,0p,)
es sobreyectiva. - -

Por tanto, de la igualdad (9) se deduce que (5, P) es racional si y sdlo
si H'(X,0p) = 0 para todo ciclo excepcional D > 0. Aplicando ahora el
lema 1.3.1, se concluye el resultado. =

El resultado anterior nos facilita informacién sobre el grafo dual de la
desingularizacién minimal de una singularidad racional de superficie.

1.3.3. Proposicién. ([Br], lema 1.3) Sea p : S — S Ia desingulari-
zacién minimal de la singularidad racional de superficie (S, P) y sean {E;};—,
las componentes irreducibles del lugar excepcional de p. Entonces
( i) E; es una curva racional no singular, para 1l <t < n.

( i) Para i # j, si E; y E; se cortan, lo hacen transversalmente.

( iii)  Si E;, E; y Ey son distintos, entonces E; N E; N Ey, = §.

( iv) El grafo dual del morfismo p es conexo y simplemente conexo,
es decir, no contiene caminos cerrados.

DEMOSTRACION: La afirmacién (i) estd probada en la demostracién del
lema 1.3.1 (teniendo en cuenta la proposicién 1.3.2). Para demostrar (i)
y (#41) basta con verificar que el género de los ciclos excepcionales Dy y D,
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representados en fig. 1.1 es estrictamente positivo, en contra de la proposicién

1.3.2.

D, =E;+ E; Dy =E; + E; + Ey Dy=FE +Ey+ -+ Ey
E; E; > 2 E;.Eiy1=1 E.Ex=1
E;.E; = 0 en otro caso
fig. 1.1.

donde cada. linea representa una componente E; =2 IP!,

Por 1ltimo, el grafo dual del morfismo p es conexo por el teorema
principal de Zariski ([H], capitulo III, corolario 11.4). Es simplemente conexo,
pues el género del ciclo excepcional D3 representado en fig.1.1 es estrictamente
positivo. =

§4. Caracterizacién de las singularidades racionales en funcién del
ciclo fundamental.

Consideremos de nuevo una singularidad normal de superficie (S, P).
Sea p : X — S una desingularizacién de (S, P) y {F;};., las componentes
irreducibles del lugar excepcional de p. La interseccion de divisores sobre
X define una forma bilineal sobre el grupo E, = @L,7ZF; de divisores
con soporte excepcional. Dicha forma es definida negativa, como veremos a
continuacion.

1.4.1. Proposicién. ([DV2], seccién 4; [M1], seccién 1) La matriz
(E:.E;); ; es definida negativa.

DEMOSTRACION: Sea h un elemento de Og p, de forma que h = 0 de-
fine un divisor de Cartier de (S, P) que pase por P. Sea (h)* el transfor-
mado total de dicho divisor y (k) el transformado estricto. Se tiene que
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(h)* = (R) + Y. b;E; donde b; > 0 para todo ¢ (de hecho b; = ordg,(h) y h se

anula en P).

Sea N = (n;;) la matriz simétrica de nimeros enteros N =

B (E;.E;) B, donde B es la matriz diagonal con b;; = b;. La matriz (E:Ej) es

definida negativa si y sélo si lo es N. Veamos algunas propiedades de N:

( a) Si¢ # j entonces ng; > 0.

( b) Ez‘ Ni; = Ei(b,'E,').(bjEj) = —(E).bjE_,- S 0 para todo j De hecho
Y nij < 0 para algin j, pues (h) corta a algin E;.

( ) No se puede hacer una particién disjunta {1,2,--+ ,n} = {é1, - , iz}
U{j1, - s Jn-k} de forma que n; ;, = 0 para todo par r,s. Esto se debe a
que, por el teorema principal de Zariski ({H], capitulo III, corolario 11.4),
el cerrado U; F; es conexo.

Probemos ahora que N es definida negativa. Supongamos que existen

ntimeros reales (ry, ... ,7,) tales que 0 = )7, rir;n;;, entonces
0= E r2ng + 2 E TN =
- i fhee LA ARG Y
i i<j
2 2
=) (E :ni,-) rd =Y nij(ri —r;)
j i i<j

Aplicando (a) y (b), tenemos que r; = 0 para algin j, y por (c¢), necesaria-
mente 7; = r; para todo par¢,7. =

1.4.2. Proposicién-Definicién. ({A2], proposicién 2) Sea (S, P)
una singularidad normal de superficie y p : X — S una desingularizacion de
(S, P). Entonces existen ciclos excepcionales D > 0 tales que

(10) D.E; <0 paratodoi

Ademds, entre tales ciclos, existe uno minimo Z con esta propiedad. A dicho
ciclo lo llamaremos ciclo fundamental.

DEMOSTRACION: Si h es un elemento del ideal maximal del anillo local
R = Og,p, hemos visto que (h)* — ﬁa_) = >_b;E; con b; > 0 para todo .
Ademds, el divisor D = (h)* — (h) es tal que D.E; = —(h).E; < 0 para
todo i, y por tanto, queda probada la existencia de ciclos excepcionales
cumpliendo (10).

Demostraremos ahora la segunda afirmacién. En primer lugar, veamos
que, si D > 0 es un ciclo con la propiedad (10), entonces D > i, E;.
En efecto, supongamos que no fuera cierto, y sea F la unién de los E; que
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no pertenecen al soporte de D. Puesto que el lugar excepcional p™1(P) es
conexo y F' no es todo p~(P) (pues D no es nulo), existe una componente
irreducible E;, de F' que interseca a D. Pero entonces D.E;, > 0, en contra
de la hipétesis.

Sean D! = Y blE; y D* = Y B?E; ciclos excepcionales con la
propiedad (10). Tomemos b; = min {b},b?-} y sea D = > b;E;. Puesto
que D* > 3" F; para k = 1,2, se tiene que D > > E; > 0. Veamos que D
también satisface dicha propiedad, es decir, D.E; < 0 para todo j. En efecto,
tomemos F; y supongamos que b} < b?-, entonces

D.Ej =bE}+ > bE.E; <UE} +> b E.E;=D'.E; <0
i#) i#]
Puesto que los ciclos excepcionales tienen coeficientes en ZZ.., el argumento

anterior prueba la existencia del ciclo fundamental Z. Ademds, queda probado

que Z> > .E;. =

Veamos ahora una segunda caracterizacion de las singularidades
racionales.

1.4.3. Proposicidn. ([A2], teorema 3) Sea (S, P) una singularidad
normal de superficie, p : X —— S una desingularizacién y Z el ciclo funda-
mental asociado a p. Entonces (S, P) es una singularidad racional si y sdlo si

p(Z) = 0.

DEMOSTRACION: Sean D y D' ciclos excepcionales positivos. La férmula,
de adjuncién (6) asegura que

(11) pa(D+ D’) = pa(D) +Pa(D') +D.D' -1

Si D # Z, entonces D.E; > 0 para algtin ¢. Tomando D' = E; en la igualdad
anterior, y puesto que po(E;) > 0, se tiene

(12) pa(D + Ez’) > pa(D)

St ademas 0 < D < Z, entonces el coeficiente de E; en D es menor que el de
Z,es decir, D+ E; < Z.

Probemos que p,(Z) > 0 por un método recursivo que caleula el ciclo
fundamental Z. Tomemos D}y = Ey. Es claro que 0 < Dy < Z y po(E1) =2 0.
Definamos Dj;1 por recurrencia: Si existe E;. tal que E;;.D; > 0, sea
Djy1 = D+ E;; < Z. Sino existe, entonces Z = D; (pues D; < Z por
la forma en que estin constituidos). De esta forma, tras un nimero finito de
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pasos, obtenemos el ciclo fundamental Z. La desigualdad (12) garantiza que

pa(D}) = po(E1) > 0 para todo j, y por tanto, p,(Z) > 0.

Ahora, la proposicién 1.3.2, junto con el resultado anterior, afirma que,
si (S, P) es racional, entonces p,(Z) = 0. Reciprocamente, supongamos que
pa(Z) = 0 y tomemos un ciclo excepcional D > 0 cualquiera. El propdsito es
ver que po(D) < 0. De esta forma, aplicando de nuevo la proposicién 1.3.2,
se concluye la prueba.

Tomemos ¥; = D y definamos el ciclo excepcional Y;4, inductiva-
mente, de la siguiente forma:

(a) SiY; = Z,sea Yy =Y; —Z > 0. Por la igualdad (5), se tiene
Pa(Y;) = pa(Yjt+1) + pa(Z) + Z.Yj41 — 1. Pero pa(Z) =0y Z.Yj41 <0,
pues Y11 tiene soporte excepcional. Asi pues, pa(Y;) < pa(¥j41) en este
caso.

( b) SiY; # Z, tomamos E;; tal que Y;.E;; > 0y con la minima multipli-
cidad posible en Y;. Sea Y1 = Y; + E;;. La desigualdad (12) afirma que
Pa(Yj41) > pa(Y;). Terminamos el proceso cuando Y; = 0.

Ahora bien, la etapa (b) no puede repetirse indefinidamente sin
llegar a que Y > Z. Ademads, la funcién p,(Y") estd acotada superiormente,
pues es funcién cuadritica de los coeficientes b; de Y =}, b; F; cuyo término

1
cuadratico es 3 Y- bib;(E;.E;) y la matriz ( E;.E;) es definida negativa. Puesto

que cada etapa (a) aumenta el valor de la funcidn g, el proceso necesariamente
llega a Y; = 0 para algun j. Entonces ¥; = Y;_; — Z y por tanto

pa(D) = pa(Y1) < pa(¥jo1) < pa(Y;) = pa(0) = 1

es decir, p,(D) < 0, con lo que se concluye la demostracién. =

§5. Finitud del grupo CI!(Os,p) para singularidades racionales.

Sea (S, P) una singularidad racional de superficie, sea R el anillo local
de S en P y m su ideal maximal. Entonces el grupo de clases de divisores
CI(R) (es decir, el grupo de divisors de Weil de (S, P) médulo equivalen-
cia lineal) es isomorfo al grupo de Picard de Spec R — m ({H], capitulo II,
proposicién 6.5). En esta seccién veremos que dicho grupo es finito, obte-
niendo como consecuencia que, para todo divisor de Weil C' de (5, P), existe
un entero positivo r tal que rC es un divisor de Cartier de (5, P).
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Consideremos una desingularizacién p : X — § de (5, P). Sean
{E;}%, las componentes irreducibles del lugar excepcional de p y E = E, el
grupo de divisores de X con soporte excepcional. Puesto que ninguin divisor
principal no nulo tiene soporte excepcional (proposicién 1.4.1), la aplicacién
candonica E — Pic X es inyectiva. El conicleo de esta aplicacién es Pic U,
donde U = X — p~1(P) & Spec R — m. En efecto, la aplicacién restriccién
Pic X — Pic U es claramente sobreyectiva y su niicleo estd formado por
las clases de divisores D de X cuya restriccién a U es un divisor principal,
es decir, los divisores D de X que son equivalentes a un divisor con soporte
excepcional. Por tanto, se tiene la siguiente sucesién exacta ([Lil], seccién 14):

(13) 0—+E— PicX — PicU —0
Por otro lado, consideremos el homomorfismo de grupos
6:PicX — EY = Hom(E,Z)

definido por @([F])(E;) = F.E; para toda clase [F] € Pic X. FEl nicleo
de @ estd formado por las clases de divisores F de X tales que F.E; = 0
para 1 < ¢ < n, es decir, las clases de los divisors de X cuya imagen por
el homomorfismo d definido en (7) (seccién 3) es nula. Ahora bien, el lema
1.3.1 junto con la proposicion 1.3.2 permiten afirmar que la aplicacién 8 es
inyectiva. Sea G el conticleo de 8, entonces se tiene la siguiente sucesién exacta

(14) 0= PicX >EY—=-G—=0

La restriccién de 8 a E es inyectiva ya que la matriz (E;.E;);; es definida
negativa (proposicién 1.4.1). El conticleo H de esta restriccién es el grupo abe-
liano con generadores ey, ... , e, sujetos a las relaciones E?zl(E,-.Ej)ej =0
para {1 £ i < n}. Por tanto, el grupo H es un grupo finito de orden
8 = det ((E;i.E;)i;) y tenemos la siguiente sucesién exacta ([Lil], proposicién
1.4.2):

(15) 0—PicU -H—-G—0
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1.5.1. Proposicidn, Sea (S, P) una singularidad racional de super-
ficie y sea R el anillo local de S en P. Entonces el grupo CI(R) de divisores
de Weil mdédulo equivalencia lineal es un grupo finito. En particular, para
todo divisor de Weil C' de (S, P) existe un entero positivo r tal que rC' es un
divisor de Cartier de (S, P).

DEMOSTRACION: Tomemos una desingularizacién p : X — § de (5, P)
y mantengamos la notacién anterior. Entonces el grupo CI(R) & Pic U es
subgrupo de un grupo finito (isomorfo al grupo H) y por tanto, CI(R) es un
grupo finito. Sea p el orden de CI(R), entonces es claro que para todo divisor
de Weil C de (8, P), el divisor pC es un divisor de Cartier de (S, P). Ademas,
¢ ha de dividir al orden § = det (E;.E;) de H y por tanto, para todo divisor
de Weil C, é6C es un divisor de Cartier. =

1.5.2. Nota. En [Lil], secciones 14 y 15, Lipman muestra que la
sucesion exacta (15) es intrinseca, es decir, no depende de la desingularizacién
p: X — S, sino que sdlo depende del anillo local R. También prueba que,
si para todo ideal primo p de R de altura uno, el anillo RB/p tiene una sola
rama, entonces G = 0 y por tanto CI(R) es isomorfo al grupo H.

§6. Criterio de existencia de divisores de Cartier en una
singularidad racional. Funcién de Hilbert-Samuel.

En esta seccidn estudiaremos un importante resultado de teoria de
interseccién de superficies racionales. Dicho resultado se debe a Artin
(ver [A2]) y serd fuertemente utilizado en una parte esencial de este trabajo
(teorema 3.2.1).

1.6.1. Proposicién. ([A2], demostracién del teorema 4) Sea (S, P)
una singularidad racional de superficie, R = Og p el anillo local de S en P,
p: X — S una desingularizacién de (S, P) y {E;}}_, las componentes irre-
ducibles del lugar excepcional de p. Sea D un divisor de X tal que D.E; =0

para todo i. Entonces existe una funcion h perteneciente al ideal maximal m
de R tal que (h)* = D.

DEMOSTRACION: Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el
morfismo p estd definido con llegada en Spec R, es decir, p: X — Spec R.
Nuestro problema es encontrar una funcién racional h de X tal que el divisor
(k) que define en X coincida con D. En tal caso, puesto que R es normal y
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(R) > 0, necesariamente 2 € m. Dicho problema es equivalente a encontrar
una seccién no nula del haz inversible £ = Ox(—D), es decir, probar que
L= 0x.

Probaremos que existe una seccién formal, es decir, un elemento § de
lfi_rp_nHO (rZ,£ ® Orz) que induce una seccién sp en H°(Z,L® Oz) que no
se anula en ningiin punto de Z. Entonces, por el teorema de las funciones
formales enunciado en 1.1.4, la seccidén formal § se puede interpretar como
un elemento del completado de (R°p.L)p = H®°(X,L). De la definicién
de completado se sigue que la seccién formal § se puede aproximar por una
seccién s de H? (X, £) de manera que su restriccién a H° (Z,£L ® Oz) sea 3.
Entonces, necesariamente s es no nula en todos los puntos de X, y el resultado
quedara probado.

Para ver la existencia de 8§, estudiemos en primer lugar el grupo
1+i_r_nH Y (rZ,L® O,z). Por ser (S, P) una singularidad racional, se tiene que
HY (rZ,0,7) = 0 para todo r (lema 1.3.1 y proposicidén 1.3.2). Ademds,
d;(£) = —D.E; = ( para todo i y, aplicando el lema 1.3.1, se deduce que
L® O,z 2 O,z para todo r. Ahora, si probamos que los morfismos

(16) H' (2,0(41)z) — H(Z,0rz)

son sobreyectivos, entonces la seccién formal 3 se obtiene tomando una seccién
sg de Oz que no se anule en ningln punto de Z y levantandola sucesivamente
a secciones de O,z para todo r.

Sea F, = Ker (O(r+1)z — Orz). El objetivo es probar que
H'(Z,F;) = 0. Es claro que F, = Jrz ® O(r41)z, donde Tz es el haz
de ideales de rZ, y por tanto F, es un haz inversible de Z. Ademas, se tiene
que

di(Fy) = —rZ.E; >0

Por tanto, la existencia de § se deduce del siguiente resultado ([Lch]):
“Si F es un haz inversible de un ciclo excepcional Z tal que H' (Z,0z) = 0,
y di(F) = degg; (flE,-) > 0 para todo i, entonces H*(Z,F) =0." =

Aplicando el resultado anterior, Artin calcula explicitamente el poli-
nomio de Hilbert-Samuel de una singularidad racional de superficie.

1.8.2. Proposicién. ([A2], teorema 4) Sea (S, P) una singularidad
racional de superficie, R el anillo local de S en P y m su ideal maximal.
Sea p : X — S una desingularizacion de (S,P) y Z el ciclo fundamental
asociado a p. Entonces, para todo entero positivo r, se tiene

O){(—T'Z) = erX
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Ademas

HYrZ,0,7) = Rjm"

dimg (m"/m™) = —r(Z2.2) + 1

Por tanto, el polinomio de Hilbert-Samuel de la singularidad (S,P) es
p(z) = —1/2(Z.Z)(2® —z)+=z. En particular, ]a multiplicidad de (S, P) es -Z.Z
y la dimensién del espacio tangente de Zariski de (S,P) es —(Z.Z)+1. =

1.6.3. Corolario. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie
de multiplicidad m > 2. Sea p : S — § la desingularizacién minimal de
(S,P) y {E;}, las componentes irreducibles del lugar excepcional de p.
Entonces —m < F;.E; < —2 para todot y a lo mas existen m—2 componentes
irreducibles E; tales que E;.E; < =2. En particular, si E;.E; > —2 para
1 <4 € n, entonces m = 2 y de hecho E;.E; = —2 para todo 1.

DEMOSTRACION: En primer lugar, si Ky es un divisor canodnico de §,
entonces E;.F; = —E;. Kz — 2 < —2 para todo :. Por otro lado, tenemos que
pa(Z) = 0 (proposicién 1.4.3) y m = —Z.Z, luego, de la férmula del género
se deduce que Z.K s=m— 2. Sea Z = _b;E; la expresién de Z en funcién
de los E;, entonces

m—2= Z bi(Ei Kz) = Zb,- (—(E:.E;) — 2)

y puesto que todos los b; son positivos, se concluye el resultado. =

1.6.4. Corolario. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie
de multiplicidad m. Entonces (S, P) se puede sumergir en un germen de
variedad lisa sobre k de dimensién m + 1.

DEMOSTRACION: Basta observar que por 1.6.2 se tiene dimg (m/m?) =
m+1, siendo m el ideal maximal del anillo local R = Og, p, y por tanto, existe
un morflsmo sobreyectivo k[z1,... ,Zpme1] — R. m
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§7. Puntos dobles racionales.

Llamamos punte doble racionel a una singularidad racional de super-
ficie de multiplicidad dos. Sea (S, P) un punto doble racional, p : §— S la
desingularizacion minimal de (S, P) y {E;}~, las componentes irreducibles
del lugar excepcional de p. Entonces los divisores FE; son curvas lisas
racionales que se cortan transversalmente y cada una tiene autointerseccion
—2 (proposicién 1.3.3 y corolario 1.6.3). Es decir, en el grafo dual ponderado
del morfismo p los pesos que representan las autointersecciones son iguales a
—2, y por tanto, el grafo dual I‘; contiene toda la informacién del grafo dual
ponderado I;E asociado al morfismo de desingularizacion minimal.

En [DV1] (capitulos [Ty III), Du Val clasifica analiticamente los puntos
dobles racionales, es decir, define dos puntos dobles racionales equivalentes si
se corresponden por un isomorfismo analitico, y deduce que esto es equivalente
a que los correspondientes grafos duales asociados a las desingularizaciones
minimales coincidan (ver también [A2], p.135; [P], seccién 9). Los diferentes
grafos duales alcanzados son:

<

fig. 1.2 fig. 1.3.
fig. 1.4. fig. 1.5.
fig. 1.6.

El punto doble racional (5, P) se dice de tipo Ap(n > 1) (respectivamente
de tipo Dy(n = 4)) si el grafo dual asociado a su desingularizacién minimal
estd representado en fig. 1.2 (respectivamente fig. 1.3), siendo n el ndmero
de vértices de dicho grafo. El punto doble racional (S, P) es de tipo Eg, E7 o
E; , si el grafo dual asociado a su desingularizacién minimal esté representado
en fig. 1.4, fig. 1.5 o fig. 1.6 respectivamente.
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Si (5,P) es un punto doble racional sobre el cuerpo k, entonces
dim; (m/m?) = 3 (proposicién 1.6.2) y por tanto (S, P) se puede sumer-
gir en un germen de variedad lisa sobre k de dimensién 3 (corolario 1.6.4).
Obviamente, por 1.6.4, se tiene que los puntos dobles racionales son los inicos
puntos racionales que tienen dimensién de inmersién 3, y por tanto, son los
1inicos que se pueden definir por una sola ecuacién en un ambiente tridimen-
sional. Las ecuaciones siguientes definen gérmenes de superficie en un entorno
del origen de &[z,y, #] que son puntos dobles racionales de los distintos tipos:

2T pay=0 de tipo A, (n>1)
2 eyt 422 =0 de tipo D, (n>4)
2+ 22 =0 de tipo Es
y+yP 422 =0 de tipo E;
2+ 22 =0 de tipo Eg

En la seccién 8 del capftulo 2, precisaremos la razén por la que los
ejemplos anteriores son los 1inicos puntos dobles racionales mddulo isomor-
fismo analitico, teniendo en cuenta no sélo el grafo dual sino el proceso de
desingularizacion.

§8. Ideales completos de un dominio integramente cerrado. Primera
caracterizacidn.

Sea R un dominio, F' un cuerpo que contiene a R y V el conjunto
de valoraciones no triviales de F' que son no negativas en R (es decir, las
valoraciones v de F tales que el anillo de valoracién R, contiene a R).
A lo largo de esta seccién, todos los R-médulos considerados serdn R-médulos
contenidos en F.

1.8.1. Definicidn. Sea M un R-médulo (contenido en F'), entonces
la complecidn de M respecto a F' y a R es el R-médulo

(17) M' = (| MR,
vEV

donde, para cada valoracién v € V, R, es el anillo de valoracién de v. Diremos
que el R-mddulo M es completo respecto a F'ya Rsi M = M'.
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1.8.2. Lema. Si M, N y {M;}, son R-médulos (contenidos en F),
entonces

(i) Mcwm
( ii)  Si N C M entonces N' C M'.
( i) (M) =M.

o e e)

DEMOSTRACION: (2) y (%) son obvios e implican M' C (M'). Ademds,
(M"Y € M'R, C MR, para toda valoracién v € V, y por tanto, (M') C M’
¥y (#4%) queda probado. Finalmente, (3), (74} y (74¢) implican (fv). =

A continuacion, enunciaremos una caracterizacién de la complecion de
un R-médulo (proposicién 1.8.7). Este resultado estd desarrollado en [ZS],
apéndice 4, pero, debido a su importancia en relacién con este trabajo, repro-
duciremos aqui su demostracién.

1.8.3. Definicién. Un elemento z de F es integramente dependiente
del mddulo M si satisface una ecuacion de la forma

(18) 2T myzT dmer" 4 my =0

donde m; € M para 1 <i <r.

1.8.4. Lema. Un elemento z de F es integramente dependiente del
R-médulo M si y sdlo si existe un R-mddulo finito N (contenido en F')
tal que

(19) zN CMN
DEMOSTRACION: Supongamos (19) y tomemos un sistema de genera-
dores {nq, ... ,n,} de N. Existirdn elementos m;; € M tales que

(20) zZn; = Zm,-jnj
i=1

Este es un sistema lineal de ecuaciones en las n; con una solucién no nula
(el vector (mi,...,n,)). Por tanto, su determinante es nulo, es decir,
det (zId — (m;;)) = 0, de donde se deduce una ecuacién tipo (18).

Reciprocamente, si (18) es cierto, entonces (19) se satisface tomando
N = M&"“l + Mg—zz 4o+ Mpz"? + Rz"1, donde My es un R-médulo
finitamente generado tal que m; € M para1 <i <r. =
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1.8.5. Definicién. Aplicando el criterio anterior se deduce que el
conjunto de elementos z de F que son integramente dependientes de M es
un R-médulo. A dicho médulo lo llamamos cierre integro de M en I' y lo
denotamos por M. Decimos que el R-médulo M es integramente cerrado en
FsiM=M.

1.8.6. Lema. Todo anillo de valoracién R, es integramente cerrado
en su cuerpo de fracciones.

DEMOSTRACION: Es obvio que B, es un dominio. Sea F' su cuerpo de
fracciones y z un elemento de F satisfaciendo (18) con m; € Ry. Sea m, el
ideal maximal de R,. Si z ¢ R,, entonces 2™t € m, y

1dmiz P4 +mz "=0

Por tanto 1 € m,, lo que es una contradiccién. Asi pues, z € R, y ¢l lema
queda probado. m

1.8.7. Proposicién, (Criterio valorativo de la dependencia entera. [ZS],
apéndice 4, teorema 1) La complecién M' de un R-mddulo M respecto a
F y a R coincide con el cierre integro M de M en F.

DEMOSTRACION: Seca z € F {ntegramente dependiente de M. Por el
lema 1.8.4. tenemos

8
(20) 2N — Zmijnj
j=1

donde N = E;=1 njR y m;; € M. Tomemos una valoracién v € V, es decir,
no negativa en R, y sea mg = m;,j, uno de los elementos m;; tal que v (my)
es minimo. Puesto que el valor v (m;;/mq) es no negativo, m;;/mq pertenece
a R, para todo par 4, j. Dividiendo (20) por my, se tiene que z/my es integro
sobre R,, por tanto pertenece a R, (lema 1.8.6) y 2 € m¢R, € MR,. Como
esto es cierto para todo v € V, se deduce que z € M.

Reciprocamente, supongamos que z € M'. Sea L el conjunto de todos
los cocientes m/z tales que m € M y consideremos el anillo R[L]. Para toda
valoracién v € V existe m € M tal que v(2) > v(m). Por tanto, si v € V es
una valoracién no negativa en R[L], entonces v (m/z) = 0 para algin m € M.
Es decir, no existe ninguna valoracién v de F' no negativa en R[L] tal que
m, contenga el ideal L.B[L], y por tanto, este ideal es el ideal total de R[L]
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([Z8], capitulo VI, seccién 4, teorema 4). Asi pues, existird un conjunto finito
m my

e de elementos de L de manera que
i
m; m my
21 1= Dig (2, 2
(21) Z z z ' z)

=1
donde los H; son polinomios con coeficientes en R. Podemos escribir cada H;
de la siguiente forma

(22) H; (%1”-‘) = G (g, -my, 2)] 241

z

donde t es un entero que no depende de i y G; un polinomio homogéneo de
grado ¢ — 1 con coeficientes en R. Finalmente, multiplicando (21) por 2* y
utilizando (22), se deduce que z satisface una ecuacién tipo (18). =

1.8.8. Corolario. La complecién M' del R-médulo M no depende del
dominio R, siempre que F contenga a R y a M. Es decir, si F'es otro cuerpo
con la anterior propiedad, entonces

M'= () MR,= (| MRy
veY v eV

donde V' es el conjunto de valoraciones no triviales de F' no negativas en R.

DEMOSTRACION: Se sigue de forma inmediata de la proposicion
1.8.7 junto con la definicién 1.8.3, ya que el cierre integro M no depende
del anillo R. =

1.8.9. Nota. A partir de ahora, olvidaremos la notacién M' y deno-
taremos por M la complecién o cierre integro del R-médulo M en el cuerpo
F'. También adoptaremos el siguiente convenio: Dado un dominio R, diremos
que R es integramente cerrado si es integramente cerrado en su cuerpo de
fracciones F' y, dado un ideal I del dominio R, diremos que I es completo
(o integramente cerrado) si es un R-mddulo completo en F.

En lo que sigue, estudiaremos los ideales completos de un dominio
integramente cerrado R. En primer lugar, observamos que, de la proposicién
1.8.7 se sigue que si I es un ideal de R, entonces la complecién T de I
(en el cuerpo de fracciones de R) también es un ideal de R (en efecto, en
estas condiciones, todo elemento z de F integramente dependiente de I ha de
pertenecer a R). Caracterizaremos los ideales completos de R en funcién de
los ideales de valoracién. Comencemos definiendo los ideales de valoracion de
un dominio R.
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1.8.10. Definicidn. Sea R un dominio. Un ideal I de R es un ideal
de valoracién si es la interseccidn de R con un ideal de un anillo de valoracién
no trivial R, que contiene a R. Si v es la correspondiente valoracidn, decimos
que I es un v-ideal de E.

1.8.11. Nota. Si R es un dominio integramente cerrado (en su cuerpo
de fracciones F) y V es el conjunto de valoraciones no triviales de F' que
son no negativas en R, entonces, para estudiar los ideales de valoracién de
R, podemos restringirnos sin pérdida de generalidad a valoraciones v de V.
En efecto, si v es una valoracién no trivial de un cuerpo F' de forma que
R C R,, entonces necesariamente F' C F'.ysivy € Veslarestricciéndeva F,
entonces es claro que todo v-ideal de R es un vg-ideal.

1.8.12. Lema. Sea I un ideal de un dominio R y v una valoracidn
de V. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
( i) I es un v-ideal.
(i) Siz,yeR, zelyuv(y)>v(z), entonces y € L.
(1) I=IR,NR

DEMOSTRACION: Si I es un v-ideal, entonces I = I, N R donde I, es un
ideal de R,. Ademds, si v(y) > v(x) entonces y = zy/¢ donde y/z € Ry.
Por tanto, si © € I entonces y € IR, C I, luegoy e L, NR=1.

Supongamos ahora que (§¢) es cierto. Tomemos y € IR, N R, entonces
y = 2171+ +z,r, donde z; € I, r; € R, Sea my, uno de los elementos x; tal
que v(z;,) es minimo. Entonces v(y) > v(z;,), y por tanto y € I. Esto prueba
(#i1). Finalmente (ii1) = (¢) se sigue de la definicién de v-ideales. m

1.8.13. Proposicién. ([ZS], apéndice 4, seccidn 3) Sea R un dominio
fntegramente cerrado. Entonces un ideal I de R es completo si y solo si es
interseccidn de ideales de valoracion.

DEMOSTRACION: Sea I un ideal completo de R, entonces, si V es el
conjunto de valoraciones no triviales del cuerpo de fracciones de R que son
no negativas en R, se tiene que

I=)IR,= () (R.,OR)
vEY veY

(pues I estd contenido en R) donde cada IR, N R es un ideal de valoracién
de R. Reciprocamente, veamos que todo ideal de valoracién es completo.
En efecto, sea v € V e I un v-ideal, entonces I = IR, N R (lema 1.8.12) y,
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puesto que R es integramente cerrado, I = INR C IR,N R = I. Ahora bien,
la interseccidn de ideales completos es un ideal completo (lema 1.8.2 (iv)) y
por tanto la interseccién de ideales de valoracién de R también es un ideal
completo. =

Por 1ltimo, estudiaremos el siguiente problema: Sea R un dominio
integramente cerrado, ¥ = Spec R el correspondiente esquema normal, e I un
ideal de R. La explosién de Y con centro I estd dada por X = Proj G — Y
donde G = @p>oI". A continuacién calculamos el normalizado X =Proj G
de X, o equivalentemente, el cierre integro G de G.

1.8.14. Corolario. Sea R un dominio integramente cerrado e I un
ideal de R. Entonces el cierre integro de la R-dlgebra G = @,>0l" es

(23) G = Bnxol”

DEMOSTRACION: El anillo A = R[T] es un dominio integramente cerra-
do y G es un subanillo graduado de A. Por tanto G C A, de hecho G es
un subanillo graduado de A (lema 1.8.4). Es decir, G = @n30G, donde
g\, =GnNR"

Veamos que G, = I". La contencién I™ C G/, es clara. Supongamos
que z € GN R™, entonces z satisface la ecuacién (2) donde m; € G*. Tomando
la parte homogénea de grado rn, podemos suponer que m; € ([ ")i ¥, por

tanto, z € I™ con lo que el resultado queda probado. =

§9. Ideales contraidos. Segunda caracterizacién de los ideales
completos.

En esta seccién definiremos los ideales contraidos para un morfismo p
y daremos una caracterizacién de los ideales completos en relacién con dichos
ideales. Esta caracterizacion serd util para probar posteriormente (proposicién
1.10.2) que el producto de dos ideales completos de un anillo local con sin-
gularidad racional, es también completo. Los resultados de esta seccion y de
la seccién 10 se deben a Lipman ([Lil], secciones 6 y 7). Los reproduciremos
aqui por su estrecha relacién con nuestro trabajo.

1.9.1. Definicion. Sea (Y, P) un germen de variedad y p: X — Y
un morfismo tal que p.(Ox) = Oy. Dado un ideal I del anillo local Oy p,
diremos que I es contraido para p si el haz de ideales T de Oy ([H], capitulo
11, seccidn 5) es de la forma p«(J) para algin haz de ideales J de Ox.
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1.9.2. Lema. En Ias condiciones anteriores, el ideal I es contraido
para p si y sblo si el haz de ideales I de Oy coincide con p«(IOx). Por abuso
de notacién escribiremos

(24) I =p.(I0x)

DEMOSTRACION: La condicion suficiente es evidente, Supongamos por
tanto que I es contraido para p, es decir, I = p,(J) donde J es un Ox-ideal.
En primer lugar, se tiene una flecha

IO =p*p*(j) — T

y por tanto, p.(IO0x) C p(J) = I. DPor otra parte, puesto que p«(Ox) = Oy,
el diagrama siguiente es conmutativo

I pp*(I) —— pu(I0x)

! !

Oy — p«(Ox)
con lo cual T C p.(IO0x) y se concluye la prueba. =

1.9.3. Proposicién. ([Lil}, proposicién 6.2) Sea (Y, P) un germen de
variedad normal (por tanto integro). Un ideal I de Oy p es completo si y sélo
si I es un ideal contraido para todo morfisino birracional y propiop: X — Y
entre esquemas integrales.

DEMOSTRACION: En primer lugar, observemos que p,Ox = Oy por el
teorema principal de Zariski ([H], capitulo III, corolario 11.4), ya que X es
integro y noetheriano, Por tanto, tiene sentido hablar de ideales contraidos
para p.

Supongamos que el ideal I # (0) es contraido para todo morfismo
birracional p : X — Y con X {ntegro. La R-dlgebra de tipo finito @p>ol"
es la complecién de @,>0l" (corolario 1.8.14) y por tanto es un mddulo
sobre @p>9I™ de tipo finito. Asi pues, para ny suficientemente grande,
I.T%0 = Jrotl, Sea X = Prog (@nzgﬁ) yp: X — Y el morfismo inducido.
El esquema X es integro y €l morfismo p es birracional y propio, luego I es
contraido para p. Se tiene que

(25) (I0x) (I™0x) = LInOx = (I0x) (T™0x)
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¥, puesto que I"°Ox es inversible, IO0x = I@x. Ademds, por ser I contraido
para p,

(26) T1Cp.(I0x)=p(IOx) =1

y por tanto, I es completo.
Reciprocamente, sea I # (0) un ideal completo. Tomemosp: X — Y
un morfismo birracional y propio y consideremos los esquemas siguientes:

X' = Spec(Bn>eI"Ox) V' = Spec(Dnol™)

X' es un subesquema cerrado de Y' xy X, y por tanto, el morfismo canénico
p : X' — Y es propio ([H], capitulo II, corolario 4.8). Puesto que p' es
también birracional y el esquema Y’ es afin, se tiene que @,>op. (I"Ox) es
integramente cerrado sobre @,>¢l" ([EGA II], corolario 7.3.11). En parti-
cular p, (IOx) estd contenido en I=1I y por tanto I = p, (IO0x). =

§10. Ideales completos del anillo local de una singularidad racional
de superficie.

En esta seccién probaremos que el producto de dos ideales completos
del anillo local de una singularidad racional de superficie (5, P) es también un
ideal completo. Para ello, utilizaremos fuertemente la idea de ideal contraido
y la proposicién 1.9.3.

1.10.1. Proposicién. ([Lil], teorema 7.2) Sea (Y, P) un germen de
variedad integro, X una superficie normal y p: X — Y un morfismo propio
y sobreyectivo tal que p(Ox) = Oy y R'p,(Ox) = 0. 8i I y J son dos
ideales de (Y, P) contraidos para p, entonces IJ también es contraido para p.

DEMOSTRACION: Dado que I y J son ideales contraidos para p, bastars
con demostrar que

P(I0x)pu(JOx) = pu(ITOx)

De hecho, podemos suponer que Y es afin y de dimensién mayor que cero y
entonces sera suficiente probar que

(27) T(X,I0x)T(X, JOx) = (X, IJOx)
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El anillo local R = Oy, p es noetheriano, por tanto los R-ideales I y J
estan finitamente generados. Si I estd gencrado por s elementos y J por ¢,
entonces existirdn sucesiones exactas de O x-modulos

0Ky — O% 5 I0x -0

0Ky — 0% 25 J0x -0
tales que en las correspondientes sucesiones exactas largas de cohomologia

R 51— HY(X,K,) — HY(X,0%)

R' 2o J s HA(X,K,) — HY(X,0%)
los morfismos -« y § son sobreyectivos. Por otro lado, el morfismo p
tiene llegada en el esquema afin Spec B, y es tal que Rlp,(Ox) = 0.
Por tanto, aplicando 1.1.3 se tiene que H'(X,0x) = 0 y de aqui se sigue

que HY(X,K,) = HY(X, ;) = 0.
Sea N el micleo de o ® 8. Entonces, la sucesién exacta

K_(K1®0L) @ (0L ®Ky) — 0L @0L 22 1705 —0

da lugar a otra sucesién exacta
0-L—=K—-N-=>0

donde £ C K C O ® OF. Ademids, H'(X,K) = 0. Si H¥X,L) = 0,
entonces H'(X,N) = 0 y el morfismo (o @ §) serd sobreyectivo. Ahora
bien, del diagrama conmutativo

Rs ® Rt em— Rst
P(a)®l“(ﬂ)l ll“(a@ﬂ)
I®J —— I(X,170x)

se deduce que, si H*(X, L) = 0, entonces el morfismo h es sobreyectivo, es
decir, (X, IJOx)=Im h = 1J.

Veamos que H2?(X,L)} = 0 para todo Ox-médulo casicoherente
L C O%. De hecho, bastard con probarlo cuando n = 1 (ver [EGA II],
demostracién de (d') == (¢') en 3.2.1). En efecto, puesto que el morfismo p
es dominante, se tiene que H2(X, £) = 0 para todo O x-médulo casicoherente

L C Ox.
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Finalmente probaremos que la aplicacién h es inyectiva. Bastara con
ver que HY{X, Ker ) = 0 donde p es el morfismo p: IOx @ JOx — IJOx.
Supongamos que tanto I como J son ideales no nulos (en otro caso el resultado
es evidente), entonces, para cada ¢ € X con dimOx ; <1 (es decir, z noesun
punto cerrado), los haces de ideales IOx ; y JOx,, de Ox ; son inversibles,
ya que X es normal. Asi pues, el soporte de Ker y, si no es vacio, tiene
dimensién cero y HY(X, Ker ) = 0. Con esto se concluye la prueba. =

1.10.2. Nota. La conclusidon técnica de la proposicién anterior es
que los objetos IJ, I'(X, IJOx) ¢ I ® J son candnicamente isomorfos como
R-médulos.

1.10.3. Proposicidn. Sea (S, P) una singularidad racional de super-
ficie. Si I y J son dos ideales completos del dominio local Og p, entonces I.J
es también completo.

DEMOSTRACION: Sea L = IJ, Lla compleciéSn de Ly g : W — S
la explosién de (S, P) con centro L. Supongamos que S es local, es decir,
S = Spee R y consideremos ¢ : Z — S una desingularizacién. Entonces
existe una desingularizacion p : X — S que factoriza ¢. De hecho, el diagra-
ma siguiente es conmutativo

X — W

Bz, l lmr

Z — S
q

Yy p = ¢ o Blg,_([H], capitulo II, corolario 7.15). Por lo tanto, LOx es
inversible.

La superficie X es regular, por tanto normal, y p : X — 5 cumple las
condiciones de la proposicién 1.10.1 (gracias al teorema principal de Zariski).
Los ideales I y J son completos, luego contraidos para p (proposicién 1.9.3)
y por tanto, IJ es contraido para p (proposicién 1.10.1). Ahora bien, puesto
que LOx es inversible, se tiene que L es completo (véase el argumento de la
primera parte de la demostracion de 1.9.3, es decir, las igualdades (25) y (26)
aplicadas a L). =

Por dltimo, el siguiente corolario es importante ya que muestra que,
al contrario que en la mayoria de las situaciones, la explosién de un ideal
completo sobre una singularidad racional es normal.
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1.10.4. Corolario. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie,
I un ideal completo de Og p y p: X — S la explosién con centro I. Entonces
la variedad X es normal.

DEMOSTRACION: Por la definicién de explosién con centro I, se tiene
que X = Proj G donde G = @n>9I". Ahora bien, la complecién de G es
G = ®p>ol" (corolario 1.8.14) y por la proposicién anterior, I® = I™ ya que
I es un ideal completo. Por tanto, G es un dominio integramente cerrado y
X es normal. =

1.10.5. Nota. Dado un dominio local R, el conjunto de los ideales
completos de R primarios para el ideal maximal tiene estructura de semigrupo
con la operacién I * J = IJ. Un problema tipico es describir explicitamente
dicho semigrupo. En el caso particular en que R es el anillo local de una
singularidad racional de superficie, la operacién * anterior es el producto
usual de ideales.
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Capitulo 2

Constelaciones, matriz de proximidad,

cumulos e ideales completos.

Dada una singularidad racional de superficie (5, P), una constelacién
C de puntos infinitamente préximos a P (definicién 2.1.2) define un morfismo
me @ Se¢ — S. En este capitulo estudiaremos los morfismos #¢ que son
desingularizaciones de (9, P). En la seccién 1, estudiaremos el grupo libre E¢
generado por las componentes irreducibles {E.,}., del lugar excepcional de n¢.
En la seccién 2 analizaremos la idea de transformado total de un divisor de
Weil, para definir una nueva base {£}, del Q-espacio vectorial E¢ ® Q.
La relacién entre dichas bases la expresaremos en la seccion 3 y, en la seccion 4,
estudiaremos la forma bilineal definida en E¢ por la interseccién de divisores
con soporte excepcional., Una vez introducido el lenguaje de constelaciones,
en la seccion 5 describiremos los Arboles con relaciones de proximidad
(definicidn 2.1.5) definidos por las desingularizaciones minimales de los puntos
dobles racionales. _

Finalmente, en las secciones 6 y 7, desarrollaremos el concepto de
cimulo (o condiciones base) con origen en el punto P. Estudiaremos su
relacién con los ideales completos de (S, P) y con clerto tipo de divisores
con soporte excepcional. Méas concretamente, a cada cimulo K con soporte
en una constelacién C le podemos asociar un ideal completo m-primario Ix
(m es el ideal maximal del anillo local R = Og p) y un divisor Q-Cartier con
soporte excepcional Dy de Se, de manera que si Dy es un divisor, entonces
el ideal Ix es el conjunto de secciones globales del haz we. (Og.(—Di)).
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§1. Puntos infinitamente préximos y constelaciones.
Fijemos una singularidad racional de superficie (S, P).

2.1.1. Definicidn. Llamaremos punto infinitamente prézimo a P a
todo punto @ de cualquier superficie 5 obtenida a partir de § tras un mimero
finito de explosiones de puntos, tal que la imagen de @ via dichas transforma-
ciones sea P (véase [EC], libro IV, capitulos I, IT y [Cs1], seccién 1).

2.1.2. Definicién. Una constelacidn C de puntos infinitamente
prézimos a P (o constelacion con origen en P) es un conjunto de puntos
infinitamente préximos a P, C = {P1, Pz, - ,Pn} dondem >1, =Py
paral <i<m—1, Py esun punto de la superficie S; obtenida a partir de
S;_, tras explotar el punto P; (So es la superficie inicial S).

Por tanto, una constelacién C = {Pi, P, - ,Pn} con origen en P
define una cadena de explosiones de puntos,

(1) S¢ = Sm = Sy o s TS T Sy =8

donde m; es la explosion de Si—1 con centro P; y w¢ es la composicién
%1 0+ O Myy. Escribiremos 7 en vez de 7¢ cuando no haya lugar a confusion.

Sea €y = {P} C 8, es decir, C; es la imagen por m del subconjunto
cerrado de S¢ donde 7 no es isomorfismo. La explosién de S con centro en Cy
es m : 51 — S. Si llamamos también X; a Sy y ¢1 a m, entonces se tiene
un morfismo py : S¢ — X1 que factoriza ¢, es decir, py = T3 0+ 0 Tm.

Si C # Cy, entonces hay un ntmero finito de componentes irreducibles
del lugar excepcional de 7 cuya imagen via p; tiene dimensién cero, es decir,
la imagen por p; del subconjunto cerrado de S¢ donde p; no es isomorfismo
consiste en un ndmero finito de puntos de X; que denotaremos por Cy. Obvia-
mente Py € Cz ¥, para cada punto @ € C, distinto de P,, existe un tnico 3
(3 < i < m) tal que P; es un punto del conjunto abierto de 5;—1 donde el
morfismo S;—1 — S1 es un isomorfismo y laimagen de P; por dicha aplicacién
es Q. Bs decir, las superficies S;—1 v X1 son isomorfas en entornos de Py y
Q, y por tanto, los anillos locales Og,_, p. v Ox(,@ 1O s6lo son isomorfos,
sino que son iguales vistos como subanillos del cuerpo de funciones K(S).
De esta forma, podemos identificar Q v P, y ver C3 como subconjunto de C.
Consideremos g : X2 — X1 la explosién de Xy con centro C;. Por 1a
propiedad universal de la explosién, existe un tnico morfismo p; : Se — X3
que factoriza p1.
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Si C # C; UCa, sea C3 la imagen por pa del subconjunto cerrado de Sc
donde p, no es isomorfismo. De nuevo C3 es un conjunto finito no vacio de
X, que podemos considerar como subconjunto de C. En efecto, si @ € Cs,
©2(Q) es un punto de C; que estéd identificado con algiin punto P; € 5;_1.
Las variedades Sj—; y X; estén candnicamente identificadas en entornos de
dichos puntos, y por tanto, existe un dnico punto P; € C tal que S;—1 ¥y X»
son superficies isomorfas en entornos de P; y @ respectivamente. Asi pues,
los anillos locales Os,_, p; ¥ Ox,.q son iguales como subanillos de K(S), y
podemos ver C3 como un subconjunto de C disjunto de C; y Ca.

De nuevo, si C # C; UCyUC3, consideremos la explosién g : X3 — X2 -
de X, con centro C3 y el inico morfismo p3 : S¢ — X3 que factoriza p; y
continuemos de la misma forma. Finalmente, tras un nimero finito de pasos,
obtenemos una particion C = G UCy U --- U, y el diagrama conmutativo
siguiente:

Sc:Sm Pt ) .th.Xc

SOZS:XO

fig. 2.1.

donde p; : S¢ — X; es un isomorfismo.

A la superficie X¢ = X; 2 S¢ la llamaremos el cielo de la constelacion
C. Para cada punto P; € C, existird un entero ! = I(P;) tal que P; € Cy41.
Al ntimero I lo llamaremos nivel de P;. También diremos, usando la termi-
nologia clasica, que P; esté en el [-ésimo entorno infinitesimal de P y llamare-
mos profundided de la constelacién C al entero #, es decir, al mayor entero 3
tal que el i-ésimo entorno infinitesimal de P contiene puntos de C.

A lo largo del trabajo, consideraremos constelaciones C con origen en
P tales que el morfismno m¢ : S¢ — § sea una desingularizacién de (S, P).
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Diremos que dos constelaciones son equivalentes st definen la misma cadena
de morfismos {g;}!_,. De esta forma, y debido a 1.2.4, existe una correspon-
dencia biunivoca entre desingularizaciones de (S, P) y clases de equivalencia
de constelaciones con la anterior propiedad. Diremos que una constelacién Cy,
con origen en P es una constelacidn minimal si el morfismo =¢,, : S¢,, — S
define la desingularizacién minimal de {5, P), deduciéndose por tanto que dos
constelaciones minimales son equivalentes.

Finalmente, indiquemos que la clase de equivalencia de constelaciones
se puede entender también como un conjunto de subanillos locales del cuerpo
K(9), subanillos que se identifican con los puntos de cada constelacién concre-
ta de la clase. La relacién de dominacién entre anillos locales da un orden entre
los mismos al que llamamos orden de la constelacion. SiC = {Py,--- , Py} es
un representante de la clase, se tiene trivialmente que i < j cuando el anillo
local en P; es dominado por el anillo local en P;.

2.1.3. Dada una constelacién C = {Py, Py, - ,Pp} de puntos infini-
tamente préximos a P, consideramos la cadena de explosiones (1) (recorde-
mos que hemos convenido que S¢ es regular). Para 1 < ¢ < m, denotamos
por Ei, ... ,Eﬁw las componentes irreducibles del lugar excepcional de 7;
(el superindice 1 significa que son divisores de S;).

En general, Efk no es un divisor de Cartier de S;, sino simplemente un
divisor de Weil. Para j > ¢ denotaremos por Egk el transformado estricto de
Ei, en S;, es decir, la adherencia en S; de la imagen inversa de Ei —P;yy. Por
simplicidad, denotaremos por E;; a ER. Asi pues, E;; es un divisor de S¢, de
hecho, es una componente irreducible del lugar excepcional de 7 : S¢ — S.
Llamaremos A¢, o simplemente A, al conjunto de indices de las componentes

irreducibles del lugar excepcional de 7, es decir,
(2) A={(k) / 1<i<m, 1<k<si}

Con esta notacién, denotaremos por E¢ (o simplemente E) el grupo de divi-
sores de S¢ de la forma 3, - nyEy, donde los n, son niimeros enteros.

2.1.4. Definicién. Dada. la constelacién C = {Py, Pz, -, P} de
puntos infinitamente préximos a P, diremos que el punto P; es prézimo o
P;, y lo denotaremos por Pj — P (o simplemente j — £), 81 j > iy P;
pertenece a B, para algin k, 1 <k <s;.
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2.1.5. Definicion. Un drbol es un objeto combinatorio formado
por vértices y aristas uniendo dichos vértices, de forma que el diagrama sea
simplemente conexo.

A cada constelacién C = {P;, Pa,--- , P} con origen en P, le asocia-
mos un arbol 7¢ (o bien 7, si no hay lugar a confusién) de la siguiente
forma: Los vértices de T estdn en correspondencia biunivoca con los puntos
Py, ..., Py, v las aristas con los pares (P;, P;) tales que I(P;) = l(P;)+ 1y
P; es préoximo a P;. Observemos que Py es infinitamente proximo a P; si y
sélo si, o bien Py = P;, o bien I(P) > I(P;) y existe una cadena de aristas
de T que comienza en el vértice correspondiente a P; y termina en el vértice
correspondiente a Pj.

También podemos asociar a la constelacion C un drbol con relaciones
de prozimidad TY, o simplemente T?. Consiste en afiadir a 7 lineas de trazos
correspondientes a los pares (P;, P;) con P; préximo a Py y I(P;) > I(P;) +1.

Finalmente, observemos que si C y C' son dos constelaciones equiva-
lentes, entonces no sdlo coinciden los arboles 7¢ y 7¢r, sino que los arboles
con relaciones de proximidad 77 y 77 son el mismo objeto combinatorio.

§2. Transformado total de divisores de Weil. Matriz de proximidad.

Dada una singularidad racional de superficie (S, P) y una constelacién
C con origen en P, hemos definido en 2.1.3 el grupo E = E¢. Las compo-
nentes irreducibles {E,} ., del lugar excepcional del morfismo x : S¢ — 5
{(que, por convenio, es una desingularizacién), constituyen una base del
Z-médulo E. En esta seccién, definiremos otra base natural {Efr}~r - del
()-espacio vectorial E ® . Asimismo, estudiaremos la relacion entre dichas
bases.

Comencemos definiendo el transformado total de un divisor de Weil '

de una singularidad normal de superficie {5, P) por una desingularizacién
p: X — 5.

2.2.1. Definicién. ([M1], seccién 2 (b)) Sea (S, P) una singularidad
normal de superficie (en particular, una singularidad racional de superficie),
sea p : X — S una desingularizacion y sean {E7}'r las componentes irre-
ducibles del lugar excepcional de p. Dado un divisor de Weil C' de (S, P),
definimos el transformado total C* de C por p como €l divisor de X dado por

3) c* =T+ Y u,B,
v
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donde C es el transformado estricto de C'en X y {4}, son los inicos mimeros
racionales que satisfacen

(4) C.Eq + ZNV(E’Y'EG) =0

¥
para todo a. Nbtese que la solucién de (4) es dnica puesto que la matriz
(Eq.Eg) es definida negativa (proposicion 1.4.1).

La definicién de transformado total se puede extender a divisores de
Weil de una superficie normal S (en particular, de una superficie con singulari-
dades racionales). Sea p : X — S una desingularizacién, sean {E,}, las
componentes irreducibles del lugar excepcional de p y sea {Q;,...,Q:} la
imagen por p de dicho lugar excepcional (cada @; es un punto de §). Agru-
pemos los E, en paquetes {E.Yj }-y,' €A de manera que la imagen por p de E.,
es @ para cada v; € Aj, 1 < j <t (obsérvese que obtenemos una particién
disjunta de {E,}). Tomemos ahora un divisor de Weil C' de S y denotemos
por C; el divisor de Weil inducido en el germen de superficie (S, ;). Para
1 < j <1, las igualdades (3) y condiciones (4) definen el transformado total
C} de C; por p mediante

C; =C; + Z Heyj E‘rs
~i €N
En esta situacién, definimos el transformado total de C por p como el divisor

de X dado por

t
(5) c* =5+Z Z Hog; By
i=1 7 €A;

2.2.2. Nota. Si C es un divisor de Cartier de la superficie normal S y
O5(C) el haz inversible que define en S, entonces el transformado total C* de
C por p es el divisor de X definido por el haz inversible p*Os(C). Es decir, la
definicién de transformado total de un divisor de Cartier coincide con la idea
correspondiente en teoria de haces.

Dada una singularidad racional de superficie (S, P), el grupo C1(Os, p)
es finito y por tanto, para todo divisor de Weil C' de (S, P), existe un entero
positivo r tal que rC es un divisor de Cartier de (9, P) (proposicién 1.5.1).
Entonces, teniendo en cuenta la definicién anterior, se tiene

(©) ¢ = 2(rO)"

Por tanto, el concepto de transformado total dado en 2.2.1 extiende de forma
natural la idea de imagen inversa de haces.
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2.2.3. Nota. Sea (5, P) una singularidad normal de superficie y
p : X — S un morfismo birracional, propio y tal que X es una superfi-
cie normal, y sean {E,} 5 las componentes irreducibles del lugar excepcional
de p. El argumento de la demostraciéon 1.4.1 puede aplicarse a este caso,
deduciéndose que la matriz (Eq.Ep)a,s €s definida negativa.

Tiene sentido, por tanto, definir el transformado total de un divisor
de Weil C de una superficie con singularidades racionales S via un morfismo
p: X — S obtenido por composicién de explosiones en puntos, aun cuando
X sea singular. También el comentario 2.2.2 tiene validez en este caso.

2.2.4. Consideremos una singularidad racional de superficie (S, P)
y una constelacién C = {P,, ... , Py} con origen en P que da lugar a una
desingularizacién # : S¢ — S de (S, P), y mantengamos la notacién de la
seccién 1. Para 0 < i < j € m, consideremos el morfismo S; — 5; dado
por la cadena de explosiones (1). En S; estdn definidos los divisores de Weil
{EL )i, (ver 2.1.3). Denotaremos por E, ,f el transformado total de E?, por el
morfismo $; — S;. Por simplicidad, denotaremos por Ej; el divisor E}" de
Sc. Entonces los divisores {Ey} .5 ¥ {E2
vectorial E ® Q.
Por otro lado, podemos considerar érdenes totales de los elementos de
A de tal manera que se tenga (i, k) < (i', k') siempre que ¢ < ¢/, sean cuales
sean k, k' con 1 <k <5;, 1< k' < s}, Llamaremos a dichos drdenes totales
enumeraciones de A. A continuacién, utilizaremos matrices cuyos conjuntos

}‘r ca SOD dos bases del (-espacio

de filas o columnas estdn en correspondencia biunivoca con los elementos
de A, teniendo en cuenta una de estas enumeraciones, fijada a priori. Notese
que estas enumeraciones son compatibles en el sentido obvio con el orden de
la constelacién (ver 2.1.2).

2.2.5. Definicién Sea C una. constelacién con origen en P, sea A = Ag
el conjunto de indices definido en (2) y w una enumeracién de A. Llamamos
matriz de prozimidad de la constelacién C respecto a la enumeracién w a la
matriz Me,, de cambio de base

(7) MCwE* — ﬂ

donde por E (respectivamente E*) designamos el vector columna formado
por los E. (respectivamente EY) ordenados respecto a la enumeracion w.
Es decir, Mg, es una matriz {m.q) de nimeros racionales tales que

- sk
E, = E My tly
[+
y escribiremos M en vez de Mg, cuando no haya lugar a confusion.
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2.2.6. Nota. Supongamos que el punto P de (S, P) es no singular.
En tal caso, todas las superficies 5; obtenidas al explotar los puntos de la
constelacién C son no singulares y el lugar excepcional de m; : S; — S;_3
tiene una sola componente irreducible E! que es isomorfa a IP!. Asi pues, el
cardinal de A es el niimero m de puntos de C y la nica posible enumeracién
de A no es otra cosa que la de los puntos de C. En estas condiciones, tenemos
la relacion siguiente

E; = Ef - ) piE;

donde p;; = 1si¢ < j y P;j es proximo a P; y p;; = 0 en otro caso. Desig-
namos por Pr la matriz triangular superior (Pij)i,j' Entonces la matriz de
proximidad es M = Id — Pr y, por tanto, sélo depende de las relaciones de
proximidad. Dicha matriz de proximidad fue introducida por Du Val ([DV2],
seccion 10) y aparece posteriormente en [CGL1}, [CGL2], [Dm], [Ho], [LJ].

Posteriormente, en la seccién 3, analizaremos la matriz de proximidad
de una constelacién C con origen en el punto P de una singularidad racional de
superficie. Comencemos por describir un ejemplo de un punto doble racional.

2.2.7. Ejemplo. Sea (5, P) la singularidad racional de superficie de
tipo D5 dada por z* 4+ 2y? + 2? = 0 en un entorno de P = (0,0,0) € &°,
donde % es un cuerpo algebraicamente cerrado (ver capitulo 1, seccién 7). La
desingularizacién minimal de (S, P) est4 definida por una constelacién Cr, de
puntos infinitamente préximos a P cuyo érbol con relaciones de proximidad
estd representado en fig. 2.2, Es decir, todas las relaciones de proximidad
quedan representadas en dicha figura.

El grafo dual de la desingularizacion esta representado en fig. 2.3.

\ _ B
P P. ' }
2 \\ 3 o o \

Py Ey
fig. 2.2. fig. 2.3.

y por tanto, la autointerseccion de cada E, es -2 y E,.Eg es 1 si el vértice
correspondiente a E, estd unido directamente al correspondiente a Ez y
0 en otro caso (proposicién 1.3.3 y corolario 1.6.3). Siguiendo el proceso
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de desingularizacién, obtenemos
2F, =2E} — E3, — B3, — Ey — E}
2E, =2Ej}, — E}
2Ey, = 2E;, — E}
Es = E3
E,=E;

y por tanto, la matriz de proximidad de Cp, (siguiendo cualquier enumeracion
del conjunto de indices A,,) estd dada por

OO [
I
= chHMlHMli—l

£ - - - -
£3. Ordenes de divisores de Weil respecto de valoraciones
divisoriales.

Consideremos un germen de superficie no singular (S, P) y un morfismo
x : S¢ — S inducido por una constelacién C con origen en P. Los anillos
locales R; = Ogs,_, p, son todos regulares. Sea m; el ideal maximal de R;.
Dado un divisor C; de S; que pasa por el punto P;, si h; = 0 es una ecuacion
local de C; en P;, entonces la multiplicidad de C; en P; es el mayor entero e tal
que h; pertenece a m¢. De esta forma, dado un divisor C de S, ¢l transformado
total C* de C por 7 se puede expresar en funcién de {E}} mediante

(8) C*=C+ Zn: e;Er

=1

donde e; es la multiplicidad en P; del transformado estricto T 'de Cen
Si—1 ([LJ), seccién 2).

En esta seccién, trataremos de generalizar la igualdad (8) al caso en que
P sea. un punto singular de S, con singularidad racional. Como consecuencia
obtendremos una descripcién de la matriz de proximidad.

Fijemos, para el resto del capitulo, una singularidad racional de super-
ficie (5, P) y una constelacién C con origen en P. Consideremos la desingu-
larizacién inducida 7 : S¢ ~— S y mantengamos la notacién de la seccién 1.
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2.3.1. Definicién. Cada componente irreducible E., del lugar excep-
cional de 7 induce una valoracién divisorial v., en el cuerpo de funciones de S.
Por tanto, para todo divisor de Cartier D de (S, P), el valor v,(D) es un ente-
ro bien definido. Puesto que CI(Qs p) es un grupo finito, podemos definir
v,(C) para cualquier divisor de Weil C' de ($, P) de la siguiente manera: Sir
es un ntmero natural tal que rC' es un divisor de Cartier, entonces

) 02(C) = 0,(r0)

Obsérvese que v(C) es un niimero racional que no depende de r. Llamaremos
a dicho nimero el orden v-ésimo (o y-orden) de C.

2.3.2. Nofta. En general, si S es una superficie con singularidades
racionales (por ejemplo, S es la superficie S; definida en (1) para la cons-
telacién C), p : X — S una desingularizacién (por ejemplo, el morfismo
S¢ — 8i), B, una componente irreducible del lugar excepcional de p y
C un divisor de Weil de S, también tiene sentido hablar del y-orden de C.
En efecto, consideremos el punto @ imagen de E., por p y sea Cq el divisor de
Weil inducido por C en la singularidad racional de superficie (S, Q). Entonces
definimos el y-orden de C' como v,(Cg). En particular, si C es un divisor de
Weil de la singularidad racional de superficie (S, P) y la constelacién C induce
la sucesién (1) de explosiones en puntos, entonces, para 7 = (i,k) € A, el
v-orden vq.(U’_l) de @' es un ntimero racional bien definido.

2.3.3. Proposicion. Sea C un divisor de Weil de (S, P), C* €l trans-
formado total de C por w¢ y C el transformado estricto. Entonces

(10) C*=C+Y eE5=C+ Y pirEy
donde, si v = (i, k) entonces
(1) ey =0,(C )

y, dada una enumeracion w de A, si denotamos por p y e los vectores columna
de los p ¥ e respecto a dicha enumeracién y M = Meg.,, entonces se tiene

(12) p=(MY""e

” ’ . f
A los niimeros {ey} ca los llamaremos drdenes efectivos (o simplemente
érdenes, u drdenes exactos) de C en C.
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DEMOSTRACION: En primer lugar, supongamos que C es un divisor de
Cartier de (5, P). Sea h un elemento del cuerpo de funciones de S tal que
h = 0 es una ecuacién que define C en (5, P). Entonces, el transformado total
C*t de C en S; es el divisor de Cartier de $; dado por b = 0. Por induccién
se prueba que

i 8

C* = —C—i + Z Z’n Vkj (—C'_kbl) E:_}

k=1 j=1

¥ puesto que C*™ es exactamente C*, obtenemos la primera igualdad de (10).
La segunda igualdad es consecuencia del cambio de base de (7). Por tanto,
hemos probado (10) cuando € es un divisor de Cartier.

Si C' no es un divisor de Cartier, tomamos r € IN tal que rC sea divisor

de Cartier. Ahora, (rC)* = rC*, (rC) = rC y la igualdad (9) implica que
e(C) = ;e.y(rC‘), por tanto (10) queda probado. =

2.3.4. Nota. De la demostracién 2.3.3 se sigue que el resultado
es cierto en general para una superficie con singularidades racionales § (en
vez de una singularidad racional de superficie (S, P)). Més concretamente,
sea S una superficie con singularidades racionales, p : X — S una desingula-
rizacién (que es composicién de explosiones en puntos por 1.2.4) y {E,} vEA
las componentes irreducibles del lugar excepcional de p. Entonces, para un

divisor de Weil €' de 5, se tiene

(13) C'*:'E—FZe.rE’,’;:E-l— Zp.,,E,Y
vEA YEA

donde ¢ es el y-orden del transformado estricto de C en la superficie obtenida

en la etapa anterior a la aparicion de E, y, fija una enumeracion de A,
p= ( Mt)—l e.

2.3.5. Nota. Si (S, P) es no singular y C' es un divisor de (S, P),
entonces, para 2 <t < m + 1, C'! es un divisor de Cartier de Si—1. Sea
—i—1

h = 0 una ecuacion local de C' ~ en P;. Entonces ¢; = v,-(“(—j:l_l) es el maximo
entero e tal que h € m¢, es decir, e; es la multiplicidad de T ' en P;. En este
caso particular, la igualdad (10) coincide con la igualdad (8) y es consecuencia
directa de la identidad 7¥C = C+¢; F;, donde 7, : §; — S es la explosién de
la, superficie S con centro un punto no singular P, F; es el lugar excepcional

y e1 es la multiplicidad del divisor C' en P.
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2.3.6. Corolario. Sea w la enumeracidn siguiendo el orden lexi-
cogréfico de A y, para 1 <i < j < m, sea Vi; la (s; X sj)-matriz de niimeros
racionales Vi; = (vjk(Ef: Nk ¥ V la (n x n)-matriz triangular superior
formada por los (Vi;);.; ¥ con ceros en el resto (siendon =y, s; el cardinal
de A). Entonces la matriz de proximidad M de la constelacion C respecto a
la enumeracién w es M = Id - V.

Ma34s aun, parat < j se tiene:
( a) Si P; ¢ Sop Efk_l entonces vjt(Ef,:l) =0 para 1 <t < sj, es decir,

Ia fila k-ésima de V;; es cero.

( b) Si P; € Sop Ef,;"l entonces vjt(Efk_l) # 0 para 1 <t < 55, es decir,
todos los elementos de la fila k-ésima de V;; son no nulos.

DEMOSTRACION: Para. calcular la matriz M, basta con aplicar la igual-
dad (13) a cada divisor de Weil E}, de Si. Es decir, suponemos que nuestra
superficie S es S; y el morfismo de desingularizacion es S¢ — 5;. De esta
forma, obtenemos:

5
(14) Ey = By — ZZ”(M(E;?I:I) it

i>it=1

de donde se deduce la matriz M. La dltima afirmacién del corolario es obvia
puesto que P; es el centro en S; de la valoracién vj;, paral <t < s;. =

$4. Forma y matriz de interseccién.

En la seccién 2 de este capitulo hemos definido la base {E:f}’r ca
del @-espacio vectorial E¢ ® @ definido por la constelacion C en (S, P).
En la seccién 3 hemos estudiado la matriz de proximidad M que define el
cambio de base de {El"r} a {E,}. Por otro lado, sabemos (proposicién 1.4.1)
que la interseccién de divisores de 5S¢ con soporte excepcional define una forma
bilineal definida negativa sobre E¢. Esta seceién la dedicaremos a estudiar

dicha forma bilineal utilizando la base {E,’;}

2.4.1. Definicién. Con la notacién anterior, dada una enumeracion
w compatible con C, designaremos por Ac, (o simplemente A) la matriz de
ndmeros racionales (E}.E})a,sea definida por la enumeracién w. Denomi-
naremos a dicha matriz matriz de interseccidn de la constelacién C respecto
a la enumeracion w.
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En primer lugar, consideremos el germen de superficie con singulari-
dades racionales (S, P) inmerso en un germen de variedad no singular (Y, O)
mediante o : (S, P) — (Y, 0). De hecho, si la multiplicidad de (S, P) es r,
entonces (.9, P) esta inmersa en un germen de variedad no singular sobre k de
dimensién r + 1 (ver proposicién 1.6.2), pero en esta seccién no utilizaremos
dicho resultado.

Consideremos la cadena de explosiones de puntos:

yc__.yml,ym_l_“_'.":i,... LY, = Yy=Y
(15) o‘mT Um-lT U'J.T U'T
Sc:gmLSm_ljl‘:_,... o s 8=

donde ¢; es la inmersién de S; en V; y ariy1 es la explosién de oi(Pig1) € Vi,
Denotemos por IEi el divisor excepcional de or; (observemos que IE! es iso-
morfo a IP" si 41 es la dimensidn de ¥'). En esta situacién, existen mimeros
enteros estrictamente positivos pj, para 1 <t <my 1 <k < s, tales que

(16) o} (B} = m;Os; = puBjy + -+ + pis, B

iis;

Fistas relaciones nos proporcionan informacién sobre la matriz A.

2.4.2. Proposicién. Sea A la matriz de interseccién de la cons-
telacion C respecto a la enumeracién lexicogrdfica de A y sea A; la
(s; X si)-matriz de nimeros racionales A; = (E}.E} )i,r. Entonces A es
la matriz simétrica compuesta por las cajas {Ai}, ¢;<., en la diagonal y ceros
en el resto. En particular, si (S, P) es no singular, entonces A = —Id.

M3s ain, utilizando la notacién de (16), tenemos

(1) (6, hip, = ~multp (i)

donde (Ei)t = (.0517 ---apis;)-

DEMOSTRACION: Para i fijo, sigamos denotando por 7 el morfismo
S¢ — S; y por mw el morfismo Yp —— Y;. Por la conmutatividad del funtor *
se tiene m* o of = ¢}, o w*. Por tanto, aplicando 7* a (16), obtenemos

(18) T = pir By + o + pis, B,
donde IE} es el transformado total de IE! por ar.
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Ahora bien, si i # j entonces IE{.IE7 = 0 y por tanto
0 = o, (IE}.IE}) = o;,(IE]).0 5 (IE7)

s
Asi pues,

0= Y pipj(E5-E}y)
1<k<s;
1<t<s;

Pero, para ¢ # j, E}.EY, es no negativo para todo k y ¢. Puesto que los
niimeros p;; son estrictamente positivos, se tendrd que Ef.E7, = 0 para
i#5,1<k<s;y1<t< sy por lotanto, la matriz A tiene la forma
deseada.

Observemos ahora que, puesto que o; es una inmersién, se tiene que

o¥(V) = V.S; para todo elemento V del anillo de Chow de ¥; ([F], capitulo 6,

seccién 2). Por tanto,
(19) o} (BLE}) = (IELIED).S; = (ELS;).JE = —multp,(Si—1)

ya que (IEL.S;).IE! est4 definido en el anillo de Chow de IE como la interseccién
del pullback de [E! y S;, de manera que dicha interseccién es la multiplicidad
de Si_1 en P;_y. Por otra parte, por la férmula de la proyeccién, se tiene
(IELIEY).S; = (I8} .IE}).S¢, ¥, calculando esta interseccién en §, obtenemos

(20) of (L ED = (pir Bfy + -+ + pisi B, ) = (p,) g

lo que, junto con (19) concluye la prucba. =

2.4.3. Ejemplo. Para el punto doble racional estudiado en el ejemplo
2.2.7, la matriz (Ey.Eg)ag €s la siguiente
-2 0 0 1 1
0 -2 0 0 1
(Ea.Eﬁ)aﬂ = 0 0 -2 0 1
i 0 0o -2 0
1 1 1 0 -2

(ver fig 2.3 para calcularla) y por tanto,

A = M7} (Bq Bp)ap(MY) ™ =

44




A es una matriz simétrica definida negativa que toma la forma descrita en
2.4.2. Observemos también que en este caso, tanto la matriz de proximidad
M como la matriz de interseccioén A sélo dependen de la constelacion C,,, y no
de la enumeracién de A,,.

De hecho, (59, P) esta inmerso de forma natural en el germen que define
Spec klz,y, 2] en el origen (ver la definicién de la singularidad de superficie
(S, P) en 2.2.7) y las relaciones (16) en este caso son:

o1 () = 2F]
o3(IE3) = E3, + B3,
o3 (E3) = Ej

oy () = E}

Puesto que P;4; es un punto doble racional de S; para 0 < i < 3, no es dificil
comprobar las igualdades (17). Por ejemplo, para ¢ = 2

(1 1)( 2 %)( })=—2=—multpz(sl) -

1 _3
2 2

§5. Constelaciones asociadas a los puntos dobles racionales.

Sea (5, P) un punto doble racional. Recordemos que si Cp, y Cl, son
dos constelaciones minimales de (S, P) (es decir, que definen la desingulari-
zacién minimal de (5, P)), entonces son equivalentes (ver 2.1.2), y por tanto,
los arboles con relaciones de proximidad 72:1 y ’Tg:m coinciden. Denotemos
por ’Tcpm dicho 4rbol con relaciones de proximidad y por Ty, (respectiva-
mente T'%) el grafo dual (respectivamente el grafo dual pondera,dd) asocia~
do al morfismo de desingularizacién minimal de (S, P), y recordemos que
I',, contiene toda la informacién del grafo dual ponderado I'y, , ya que las
componentes irreducibles del lugar excepcional de la desingularizacién mini-
mal 7¢,, son curvas lisas racionales de autointerseccion —2 que se cortan
transversalmente. En la seccion 7 del capitulo 1 estin descritos los posi-
bles grafos duales I';,, que clasifican médulo isomorfismo analitico los pun-
tos dobles racionales en los tipos An(n > 1), Dy(n > 4), Eg, E; y Es.
En esta seccidén reproducimos el estudio efectuado por Lipman ([Lil],
seccidén 24) para dar una demostracién de que estos tipos son los inicos posi-
bles , al mismo tiempo que describimos los posibles arboles con relaciones de
proximidad 7.2 asociados a puntos dobles racionales. En particular, concluire-
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mos que, dados dos puntos dobles racionales (S, P) y (5, P'), si los respectivos
grafos duales Iy, y I'',,, son iguales, es decir, si (S, P} y ($', P') son del mismo
tipo analftico, entonces los drboles con relaciones de proximidad 7 y Tir
coinciden, pero el reciproco no es cierto. En lo que sigue y en [Lil] se aprecia
la ventaja de trabajar con constelaciones y relaciones de proximidad en vez
de trabajar simplemente con el grafo dual o forma de interseccion.

En primer lugar, observemos que si my : S — S es la explosion del
punto P y P, es un punto cerrado de Sj, entonces, o bien P es un punto no
singular de Si, o bien (S1,P;) es una singularidad racional de superficie de
multiplicidad dos (ver 1.2.3 y 1.6.3). Por tanto, si Cp, = {P1,Pz,... , P} €38
una constelacién minimal de (S, P) entonces, manteniendo la notacién de la
seccién 1, se tiene que (S;—1, P;) es un punto doble racional para 1 <1 <my
la explosién @; de Si_1 con centro P; define bien una Unica componente irre-
ducible E; del lugar excepcional de 7¢,,, o bien dos componentes irreducibles
Ei, Eis.

Sea R el anillo local de S en P y m el ideal maximal de R. Recordemos
que cualquier sistema minimal de generadores de m estd formado por tres
elementos, ya que £(m/m?) = 3 (ver proposicién 1.6.4). Clasificaremos (5, P)
eligiendo un sistema adecuado de generadores {z,y,z} de m y estudiando su
comportamiento tras sucesivas explosiones en puntos.

Tomemos un sistema minimal de generadores {z,y,2} de m y consi-
deremos el homomorfismo sobreyectivo de anillos graduados

@ k[X,Y,Z] — @ryom”/mH

donde X,Y,Z son indeterminadas y ¢(X), ¢(Y), ¢(Z) son respectivamente
las imégenes de z,y,z en m/m?, Puesto que dimy (mr/mrt1) = 2r + 1 para
todo r > 0 (proposicién 1.6.2), el nicleo de ¢ ha de estar generado por un
polinomio homogéneo @(X,Y, Z) de grado dos.

Consideremos la explosién 7y : S — S con centro P. La fibra excep-
cional €y = Proj (Garzom"/ m7+1) de 7 puede identificarse con la curva
proyectiva plana cuya ecuacién homogénea es Q(X,Y, Z) = 0. Sea 7 el menor
nimero de combinaciones lineales de X,Y,Z en términos de las cuales se
puede expresar (), es decir, 7 = 1 si podemos elegir los generadores de m
de forma que Q(X,Y,Z) = Z%, r = 2 si podemos suponer que @ es un
polinomio homogéneo de grado dos en las indeterminadas X,Y que facto-
riza como producto de dos factores lineales distintos, y 7 = 3 en otro caso.
Se tiene que el lugar singular de C; es una variedad de dimensién 2 — 7
(en el caso 7 = 3, Cy no tiene puntos singulares).
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Sea P, un punto cerrado de C); y sea R; €l anillo local de 57 en P;.
Si P, es un punto no singular de C,, entonces R;/mR; es un dominio de
valoracién discreta y, puesto que mR; es principal, el ideal maximal de R esta
generado por dos elementos. Por tanto, Ry es regular y I’ es un punto no
singular de S;. As{ pues, cuando 7 = 3 tendremos:

2.5.1. Casol. SiT = 3, entonces w1 : S| — S es la desingularizacion
minimal de (S, P) y el lugar excepcional consta de una inica componente
irreducible. Es decir, la constelacién C,, consta de un iinico punto P, el arbol
con relaciones de proximidad T2 tiene un tnico vértice, y el grafo dual I'n,
también contiene un solo vértice. En este caso el punto doble racional (S, P)
es de tipo Aj.

2.5.2. El caso siguiente es 7 = 2. En este caso C) tiene un tnico
punto singular P, que (visto como punto de Si) es el tnico posible punto
singular de S;. Ademas, el polinomio ¢ es producto de dos factores lineales
distintos (por ser k algebraicamente cerrado). Es decir, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que Q(X,Y, Z) = XY, y por tanto, Cy es una curva
reducida con dos componentes irreducibles F1; v Ey2 y un punto singular P
correspondiente a las coordenadas homogéneas (0: 0 : 1).

Sea R, el anillo local de S; en P, y m; el ideal maximal de R;. Con
la eleccion anterior de z,y, 2 se tiene que

(21) zy € m3
Ademds, mR; = 2Ry y my esta generado por &1 = z/z, y = y/z, z1 = z.
Puesto que m*R; = (21)* Ry, de la igualdad (21) se sigue que
(22) z1y1 € 71y

Si R; es regular entonces Cy, = {P}, el drbol Ty, tiene un unico vértice
y el grafo dual Ty, esta formado por dos vértices unidos entre si. Si Ry no es
regular, entonces es el anillo local de una singularidad racional de superficie
de multiplicidad dos y
(23) T1yh € z1y

pues si no, z1 € (x1,y1)R1 y m; estaria generado por zy,y1. Reemplacemos
en el estudio anterior R,z,y,z por Ri,zi,y1,21 respectivamente. Sea
mg 1 S9 — S la explosién con centro P y Cy el lugar excepcional de .
El nuevo polinomio homogéneo Q1{X,Y, Z) ha de ser de la forma

QUX,Y,2) = XY +aXZ +bYZ + cZ?

donde a,b,¢ € k, y por tanto, m; > 2. Si 1 = 3, entonces la curva C3 es
no singular, y por tanto, C,, = {P, P}, el 4rbol T,, consta de dos vértices y
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el grafo dual T',, es

En E, Fya

fig. 2.4.

Si T = 2, entonces ¢ = aby Q(X,Y,Z) = (X + aZ)(X + bZ). El lugar
excepcional C; de w3 es por tanto una curva reducida con dos componentes
irreducibles Eq; y Ej3 y un punto singular Py que no es préximo a Py, y S2
es una superficie no singular fuera de Pj.

Reiterando este argumento obtenemos una descripcion explicita de los
posibles drboles con relaciones de proximidad y grafos duales definidos por
una singularidad racional de superficie para la cual 7 = 2.

Caso II, Si T = 2 entonces el arbol con relaciones de proximidad T},
es del tipo siguiente

LP1

fig. 2.5.

donde n > 2 y denotamos también por P; el vértice de T} definido por el
punto P;, y su respectivo grafo dual 'y, es

- A ; ; ' si mn =2l

Ei1 Ey Ey Ey  Ep Esy Eqyy Eqg

si n=2{-1

Ell E21 E31 El—ll El EI—IZ E32 E22 E12

fig. 2.6.

En este caso la singularidad racional de superficie es de tipo A, siendo n el
numero de vértices de I'y,.
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2.5.3. Por 1ltimo, consideremos el caso 7 = 1. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que Q(X,Y, Z) = Z2, es decir, que hemos hecho una
eleccion de los generadores x,y,z de m tal que 22 € m3. Al igual que en los
casos anteriores, sea 71 : S; — S la explosion con centro P y R; el anillo
local de S en un punto singular P, de S;. Entonces mE, es principal, sea
mR; = tR;. Por otro lado, R;/mR; es el anillo local de un punto de la curva
no reducida Z? = 0, luego la imagen de z/t en R;/mR; es un elemento no
nulo cuyo cuadrado se anula. En particular, z/f no es una unidad de Ry y por
tanto, o bien t = z o bien t = y. Supongamos por ejemplo que mR; = zR,,
entonces el ideal maximal m; de R; estd generado por z; =z, y; = y/z — a,
z, = z/z, donde a € k.

La relacién 2?2 € m3 se puede expresar mediante

(24) z* — G(z,y) € zm?

donde G(U, V) € R[U, V] es un polinomio homogéneo de grado 3. En términos
de 1,1, 7 la igualdad (24) toma la forma

(25) (21)2 — $1G(1,y1 —|—a) € $121R1

Ahora bien, R; es un anillo regular si y s6lo si G(1, y1+@) es una unidad en Ry.
En efecto, si G(1,y + @) es una unidad, entonces la igualdad (25) afirma que
x1 € z1Ry y por tanto m, esta generado por y, 2. Reciprocamente, si Ry es
regular, entonces m; esta generado por dos de los tres elementos =1 = x, y1, 21.
Pero z; no puede ser uno de esos generadores porque R;/z;R; contiene un
elemento nilpotente no nulo. Asi pues, z; € m? y y;, z; son pardmentros
regulares de R;. Se sigue de (25) que G(1,y; + a) ha de ser una unidad, pues
en otro caso (z1)* € m} y Ry no serfa regular.

Denotemos por G(U,V) el polinomio (homogéneo de grado 3) de
k[U,V] obtenido a partir de G(U, V') reduciendo los coeficientes médulo m.
El polinomio G(U,V) no es igual a cero. En efecto, si todos los coeficientes
de G(U,V) estuvieran en mR; = zR;, podriamos dividir (24) por z* y
obtener que z/z? es integramente dependiente del anillo normal R;, con lo que
z/z? € R, en contra de que z/z ¢ zR; = mR,;. Por lo tanto, habré tantos
puntos singulares de S} (o equivalentemente, anillos locales R; no regulares)
como factores irreducibles distintos del polinomio G(U, V) € k[U, V] (recorde-
mos que k es algebraicamente cerrado y por tanto dichos factores irreducibles
son lineales). As{ pues, a lo més hay tres puntos singulares en Sj.

Supongamos, en primer lugar, que G(U, V) es producto de tres factores
lineales distintos. En este caso, S contiene tres puntos singulares. Sea Ry el
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anillo local de §; en uno de tales puntos y ;1 =, y1 = y/z — @, 21 = z/x los
generadores del ideal maximal m; de R;. Manteniendo la notacién anterior,
se tiene que G(1,y; + a) € My, mas alin

G(1,y1 + a) = y1P(y1)

donde P(y;) es una unidad de R; (por ser distintos los tres factores irre-
ducibles de G). Es decir,

(26) (21)* — 2311 P(yn) € w121 Ry + (z1)* Ry

y el anillo graduado de R; respecto de m; es isomorfo al anillo
k[X,Y,Z)/(Z? — aXY —~ BXZ —yX?) donde o, 8,7 € k y & # 0. Por tanto,
estamos en las condiciones del caso I, es decir, R; queda desingularizado tras
la explosién del ideal maximal my.

Caso III. Sitr=1y ﬁ(U, V) es producto de tres factores lineales
distintos, entonces cualquier constelacién minimal Cy, estd formada por cuatro

puntos. El drbol con relaciones de proximidad T2, estd representado en fig. 2.7
y el grafo dual T',, en fig. 2.8.

Py Py Py By
Es Ey :
Pl E2
fig. 2.7. fig. 2.8.

El punto doble racional (S, P) es de tipo Dy.

2.5.4. Consideremos ahora la posibilidad de que G(U, V) tenga. facto-
res miltiples. Haciendo una buena eleccién de z,y podemos suponer que, o
bien G(U, V) = UV?, o bien G(U,V) = V3.

Supongamos que _C;’-(U, V) = UV?, Entonces en S; hay dos puntos
singulares P, y P3. Elideal maximal del anillo local de $1 en Py estd generado
por y,z/y,2/y y dicho anillo local queda desingularizado tras la explosién
con centro Py. El ideal maximal del anillo local de S; en Pz (anillo al que
llamaremos R;) est4 generado por z1 = &, y1 = ¥/%, z; = z/z. En este caso,
la igualdad (25) se traduce en

(27) (21) — 21(v1)? € 2121 Ry + (21)° Ry
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y ¢l anillo graduado de R; respecto de m; es isomorfo al anillo
k[X,Y,Z)/ (2 — aXZ — BX?). Esto muestra que, o bien R; cumple las
hipétesis del caso II, o bien estamos de nuevo en las condiciones de 2.5.4
(es decir, Ry corresponde al caso IV).

Sea my : 53 — 5] la explosién con centro P, C; el lugar excepcional
de w3 y E? el transformado estricto del divisor excepcional de m; (la notacién
es coherente con la de la seccién 1, pues el lugar excepcional de 7y tiene una
unica componente irreducible). Observemos que C» esta formado por dos
componentes irreducibles si B; corresponde al caso II, o bien por una tinica
componente irreducible si R; es del caso IV. Consideremos un punto Py de
Cy que pertenezca a E? (es decir, Py es préximo a P, y a Py) y sea R; el
anillo local de 55 en P;. Puesto que mR; = R;, necesariamente tendremos
que My Ry = y1 Ry, es decir, el ideal maximal my de Ry estd generado por
Tz = z1/y1, Y2 = Y1, 22 = z1/y1. En estos términos, la igualdad (27) se
expresa mediante

(28) (22)* — #ay2 € 2oz Ry + (22)° Ry

Veamos que esto implica que Ry no es regular. En efecto, de (27) se sigue que
el anillo graduado de R; respecto de m; es de la forma k[X,Y, Z]/ @1(X, Z)
donde € es un polinomio homogéneo de grado 2. Asi pues, Ry/y; Ry no
es regular por ser el anillo local del punto singular (0 : 1 : 0) de la curva
Q1(X, Z) = 0. Por tanto, si Ry es regular, entonces y, € (m3)? y 2, 22 son
parametros regulares y de la igualdad (28) se sigue que

(22)2 + axozs + b(:L'g)z c (m2)3

para a,b € k, en contra de que z3, 23 son parametros regulares. Por tanto, Ry
no es regular y (28) implica que R; queda desingularizado por la explosién
con centro m; (pues Ry corresponde al caso I).

Observemos que si el anillo local R; satisface las hipotesis del caso 11,
entonces Cy tiene dos componentes irreducibles EZ, y EZ,, cada una de los
cuales pasa por el punto Py (ya que cada componente de la curva @, (X, Z2) =0
pasa por (0:1:0)). Es decir, E2,, EZ, y E? se cortan en el punto P, y, en
este caso, la constelacidon C,, estd formada por Py, P, P3, Py. En general, si
R, no corresponde al caso II, reiterando los argumentos anteriores, se deduce:
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Caso IV. Sit =1y GU,V) es producto de un factor lineal y el
cuadrado de otro factor distinto, entonces el arbol con relaciones de proximi-
dad T2 es de uno de los dos tipos siguientes

Pr_y P Py P,
Pn—-\li(i P2 | Pn1
P4 l
P, ] l
Py f’a
Py
Caso IV(a) (n > 6) Caso IV(b) (n>4)

fig. 2.9.
donde n es un nimero par. Los respectivos grafos duales I'p, son

En En—-2,1

’ ' e / ' : ot /
Ey Ey Es E, En\4 Ey FEy Ejs En—4En\

En_o En_22
9

Caso IV(a) (n 2> 6) | Caso IV(b} (n>4)
fig. 2.10.

En el caso IV (a) la singularidad (S, P) es de tipo Dy, y en el caso IV (b) es de
tipo Dy, 11. Observemos que, en cualquier caso, el subindice n (o bienn +1)
indica el mimero de componentes irreducibles del divisor excepcional de la
desingularizacién minimal , es decir, el mimero de vértices del grafo dual 'y,
Observemos también que en el caso D, con n par, cada explosién da lugar
a una tnica componente irreducible del lugar excepcional, mientras que en
el caso D41 (n + 1 impar) la explosion T, con centro P,_o es la tinica
explosién que da lugar a dos componentes irreducibles del lugar excepcional.

2.5.5. Finalmente, estudiemos el caso en que T =1y GU, V)= V2
Simy ;8 — S es la explosién con centro P, entonces en Sy hay un Unico
punto singular Py (pues G(U,V) tiene un tnico factor irreducible). Para una
buena eleccién z,y, z de los generadores de m se tiene

(29) az? — By + yza® + 62t € (2y, 2%y, 2yz,v°2)R
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donde o,8,7,6 € Ry si @ € k (respectivamente 8) denota la clase de a
(respectivamente 3) médulo m, entonces @ = 8 = 1. El ideal maximal m; del
anillo local Ry = Og, p, estd generado por z; = &, y1 = ¥/, 21 = z/z y, en
estos términos, la igualdad (29) se expresa mediante

(30) (=1 )2 - 931(3;’1)3 +z127 + 3(331)2 € (371)2“11 +zizMy

Por tanto, el anillo graduado de R; respecto de m; es isomorfo a
k[X,Y, Z)/ P(X,Z), donde P(X,Z) = Z*+5ZX +6X?, y el comportamiento
de R; depende de la factorizacién de P(X, Z).

Si P(X,Z) es el producto de dos factores distintos, entonces el anillo
local R; corresponde al caso Il. Sea wq : S — 5 la explosién con centro Py.
De manera aniloga a 2.5.4 se observa que el unico punto P; que es préximo
a Py y a Py es el inico punto singular de S5. El ideal maximal m; del anillo
local R; = Og, p, estd generado por x3 = z1/y1, o =41, 22 = 21/1n v la
igualdad (30) se traduce por

(31) (22)? — w2(y2)? + F2oq +6(22)? € (22) Y2 Ry + 2oyp 22 Ry

El anillo local B> no es regular y, si 73 : S3 — 93 es la explosién con centro
Pj, entonces el 1inico punto Py que es préximo a Py y a P3 es el tnico punto
singular de S3. De nuevo el anillo local B3 = Og, p, no es regular, pero
queda desingularizado tras la explosiéon con centro Py. Por tanto, llegamos a
la siguiente conclusion.

Caso V. Si v =1, G(U,V) es el cubo de un factor lineal y P(X,Y)
es producto de dos factores lineales distintos, entonces cualquier constelacion
minimal C,, esta formada por cuatro puntos. El arbol con relaciones de proxi-
midad 72 esta representado en fig. 2.11 y el grafo dual en fig. 2.12.

y; P4 El
/ Py [ ! + 1
{ /
\ | T P2 Ey1 Ezy By Esz Ea
AN P,
fig. 2.11. fig. 2.12.

En este caso el punto doble racional (S, P) es de tipo Eg (de nuevo el subindice
6 es el ndmero de vértices del grafo dual T'y,).
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2.5.6. Supongamos ahora que P{X,Y) es un cuadrado. Entonces
existe € € R tal que

az? + yz2? 4+ 62* = (2 + e2?)? mod (2,2°)’m

Efectuando un cambio de coordenadas del tipo z = A(z + ex?) con X = 1,
obtenemos la relacion

(32) 22— By + prdy + 02® € (e®2, 2%y%, xyz, v 2)R

donde p,oc € R. En estos términos, el ideal maximal m; del anillo local
Ry = Og, p, esta generado por xy =z, y; = y/z, z1 = z/z y la igualdad (32)
se expresa mediante

(33) (z1)* — 21(y1)*+padyy +5(21)° €
(53121,931(?;1)27 y1315($1)2y11 (931)3)331 Ry

Por lo tanto, para el anillo R; se tiene 1y =1y al(U,V) = pU*V +3U3.
Es decir, si p # 0 entonces R; corresponde al caso IV y si 7 = 0 entonces
necesariamente @ # 0 y Ry estd en las mismas condiciones que R. Tras un
andlisis andlogo al efectuado en los casos anteriores, se deducen las siguientes
posibilidades:

Caso VI. SiT =1, G(I,V) es el cubo de un factor lineal, P(X,Y")
es el cuadrado de un factor lineal y p es una unidad de R, entonces cualquier
constelacién minimal C,, estd formada por siete puntos. El arbol con rela-

ciones de proximidad T esta representado en fig. 2.13 y el grafo dual ', en
fig. 2.14.

E1 E7 E4 E5 E2 E3
fig. 2.14.

Decimos en este caso que (S, P) es de tipo Eq.
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Caso VIIL. Si t =1, G(U,V) es el cubo de un factor lineal, P(X,Y)
es ¢l cuadrado de un factor lineal y p no es unidad de R, entonces cualquier
constelacion minimal C,, consta de ocho puntos. Fig. 2.15 representa el arbol
con relaciones de proximidad 72 y fig. 2.16 representa el grafo dual I'p,.

E;

4
)

Ez Eg Es Ee E3 E4 El

fig. 2.16.

En este caso (S, P) es de tipo Es.

2.5.7. Hemos visto que, dada una singularidad racional de superfi-
cie (.S, P) de multiplicidad dos definida sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado, el par (T2,T,,) asociado a (5, P) ha de ser de alguna de las for-
mas descritas anteriormente. Es decir, (5, P) ha de ser de tipo A, (n 2 1),
D, (n = 4), Eg, Er o Eg. Ademds, todos estos tipos se alcanzan para
alguna singularidad racional de superficie de multiplicidad dos. En efecto,
como vimos en la seccién 7 del capitulo 1, basta considerar los gérmenes de

superficie definidos por las ecuaciones siguientes en un entorno del origen de
Spec klz,y, 2]

2T gy =0 pata A, (n>1)
2"V pay? +22=0 para D, (n>4)
ot 43 22 =0 para Eg
Py+yP+22=0 para E;
z® + y3 +22=0 para Eg

2.5.8. Nota. La descripcién anterior (efectuada por Du Val en [DV1],
capitulos II y Il y por Lipman en [Lil}, seccién 24) clasifica los puntos dobles
racionales atendiendo al grafo dual I',, para la desingularizacién minimal.
De hecho, observamos a posteriori que, dados dos puntos dobles racionales
(S,P)y (S8, P'), silos respectivos grafos duales 'y, y I',, son iguales, es decir,
si (S5,P) y (5, P') son del mismo tipo, entonces los arboles con relaciones
de proximidad T% y T!P coinciden. Sin embargo, el reciproco no es cierto,
pues para n par los arboles con relaciones de proximidad asociados a las
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desingularizaciones minimales de singularidades de tipo A, y de tipo A,y
son iguales (ver caso II).

En este trabajo hemos considerado interesante conocer explicitamente
las relaciones de proximidad, o més concretamente, €l arbol con relaciones de
proximidad 7%, de cada tipo de punto doble racional, y es por eso por lo que
hemos hecho una descripcién mds exhaustiva. Para estudiar singularidades
racionales en general, el arbol con relaciones de proximidad es uno de los
objetos centrales en el estudio efectuado en este trabajo.

§6. Concepto de ciimulo.
Sea (S, P) una singularidad racional de superficie.

2.6.1. Definicién, Un ciémulo de puntos infinitamente prozimos a
P (o cimulo con origen en P) es un par K = (C, {vy}yca) donde C es una
constelacién con origen en P, A es el conjunto de indices de las componentes
irreducibles del lugar excepcional de w¢ (ver 2.1.3) y los v, son ndmeros
racionales no negativos, de forma que al punto P; de C se le asocia la s;-upla
(vi1,+ -+ s ¥is; ). Llamaremos a dichos ntimeros los drdenes virtuales de P; en K.

Diremos que el soporie de un cimulo K = (C,y) es la constelacién C
y llamaremos profundidad del cimulo K a la profundidad de C, es decir, al
mayor entero i tal que el i-ésimo entorno infinitesimal de P contiene puntos
del soporte de K.

De la misma forma que representamos la constelacién C por su arbol
asociado ¢ (o bien el 4rbol con relaciones de proximidad 77 ), también
asociamos al cidmulo K = (C,») un rbol ponderado (drbol ponderado con
relaciones de proximidad, respectivamente).

2.6.2. Definicién. El drbol ponderado Ty asociado al cimulo
K = (C,u) es el drbol T¢ asociado a C, junto con pesos (V1,... , ;) en el
vértice de T¢ correspondiente al punto P;. El drbol ponderado con relaciones
de prozimidad T consiste en el objeto combinatorio resultado de afiadir a
Ti lineas de trazos correspondientes a las relaciones de proximidad.
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A un ciimulo K con origen en P le asociaremos el conjunto de funciones
que definen divisores de Cartier que pasan por K. Comencemos introduciendo
la idea de pasar por un cimulo,

2.6.3. Definicidn. Sea K = (C, {vy} ,ea) un cimulo con origen en P
y sea C un divisor de Cartier de (S, P). Entonces existen niimeros racionales

{24},ca tales que

(34) C* = vE,=C+) qEy

De hecho, usando la proposicién 2.3.3, podemos calcular explicitamente los
¢ mediante

(35) g= (M) (e—v)

donde {e,}  son los érdenes de C'en C y M es la matriz de proximidad de C
respecto a la enumeracion w. En estas condiciones, diremos que C pase por
K si todos los ¢, son no negativos.

Observemos que, en general, (34) no define un divisor en Sg, pues
puede que EVA,E,"; no sea un divisor de S¢. Sin embargo, siempre se tiene
que ), v, EY es un divisor -Cartier de S¢, es decir, es un maltiplo racional
de un divisor de Cartier de S¢. De hecho, ) v, EY es combinacién lineal de
{E+}, con coeficientes racionales.

2.6.4. Definicién. Dado un cimulo X = (C,») con origen en P,
llamamos divisor Q- Cartier asociado a K al divisor )-Cartier de S¢ dado por
(36) Dy =Y v, B}

TEA

Decimos que el camulo K = (C,¢) es un IN-¢ciémulo si D es un divisor
de S¢, es decir, si en la expresion

(37) > v Er =Y byE,
donde

(38) b= (M) "'y

todos los b, son enteros. Teniendo en cuenta que los v, son no negativos, de
la forma. de la matriz M (proposicién 2.3.6) se deduce que todos los ., son
no negativos y por tanto, K es un IN-cimulo si t sélo si b, € IN para todo .
Observemos en particular que no es necesario que los v., sean enteros.
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Observemos que, con esta notacién, dado un cimulo K = (C,v) con
origen en P, un divisor de Cartier C de (S, P) pasa por K si la parte ex-
cepcional del divisor @-Cartier C* — Dy es efectiva. Ademas, si K es un
IN-ctimulo, entonces C* — D es un divisor de S¢. Llamaremos a dicho divi-
sor el transformado virtual de C por K.

2.6.5. Ejemplo. En la singularidad racional de superficie (S, P)
con singularidad Dy definida en 2.2.7, los ciimulos con soporte en la cons-
telacion Cr, definida por la desingularizacién minimal estdn representados por
los 4rboles ponderado

LZL

(V21, sz) V3

1

fig. 2.17.

donde los v., son niimeros racionales positivos. El cimulo K = (C,v) es un
IN-ctumulo st y sdlo si

([ 1 elN
g1 +ve €N
(39) { in+tvpeNlN
%Vl +v3 €N
». V1+%(V21+V22)+V4E]N =
2.6.6. Supongamos que el germen de superficie (5, P) es no singular.

Entonces un cimulo K = (C,v) con origen en P asocia a cada uno de los
puntos P; de C un solo peso v; al que llamamos orden virtual o multiplicidad
virtual ([Csl], definicién 2.1; [LJ], definicién 1.4). En este caso, la matriz de
proximidad M = M¢ de la constelacién C es una matriz de nimeros enteros,
triangular superior y con unos en la diagonal (ver 2.2.6), luego su determinante
es uno y M es inversible sobre ZZ. Por lo tanto, el cimulo K = (C,») es un
IN-ciimulo si y sélo si todas sus multiplicidades virtuales »; son nimeros en-
teros.

En este caso, un divisor C' de (S, P) (C es por tanto un divisor de
Cartier) pasa por K si y sdlo si

(MY e-w)=p— (M) £20
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(ver (12) en la proposicién 2.3.3) es decir, si y sélo si
px M)y

De esta forma, podemos caracterizar si un divisor C' pasa por un
IN-cimulo K en términos del proceso dindmico de desingularizacion (es decir,
de la cadena de explosiones (1) de 2.1.2). En primer lugar, observemos que
un divisor C' pasa por un ciimulo de profundidad cero K = (P,11), si y sélo
si la multiplicidad de C en P es mayor o igual que 1.

Si la profundidad del cimulo K = (C,») es mayor que cero, consi-
deremos el conjunto de puntos de la constelacién C menos el punto P. Este
conjunto de puntos es la union disjunta de un nidmero finito de constelaciones
y cada punto de C en el primer entorno infinitesimal de P es el origen de
una y sblo una de ellas. Sea P; uno de tales origenes y C; la correspondiente
constelacién. Asignando a cada punto Py de C; la muiltiplicidad virtual v, se
obtiene un nuevo cimulo K; con soporte en C;. Llamaremos a K; el cimulo
inducido por K con origen en Pj.

Por tanto, dado un germen no singular de superficie (S,P) y un
IN-ciimulo (C, {#;}i;) con origen en P, un divisor C' pasa por K si y sdlo
sl

i) C pasa por el cimulo (P,11), es decir, e; = multp(C) = v;.
ii) El transformado virtual C! = C*! — ¢, E! de C con respecto de

(P, v1) pasa por cada uno de los ctunulos inducidos por K con origen

en un punto de C del primer entorno infinitesimal de P.

Observemos que esta definicién es consistente puesto que, si K es un
IN-ctimulo, entonces (P,24) y los K; son también IN-ctmulos, C? es un di-
visor efectivo, y la profundidad de los cimulos inducidos por K es estricta-
mente menor que la profundidad de K. El argumento de la igualdad (10)
en la proposicién 2.3.3 muestra la equivalencia entre esta caracterizacién y la
definicién 2.6.3 para un germen no singular de superficie (S, P).

2.6.7. En general, en una singularidad racional de superficie (S, P)
también se da una caracterizacion analoga. Para expresarla, nos encontramos
con el problema de que, aunque K sea un IN-camulo, los cimulos (P, v ) y los
K; pueden no ser IN-ctimulos (puesto que la matriz M no esta definida en ZZ
sino en (). Por tanto, dado un divisor de Cartier C, el transformado virtual
! podria no ser ni siquiera un divisor de Weil. Esta dificultad se resuelve si
no consideramos sélo divisores de Cartier, sino divisores -Cartier de (S, P).
En particular, como la singularidad de superficie (5, P) es racional, por 1.5.1
los divisores de Weil son divisores ()-Cartier.
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Extendamos ahora la definicién 2.6.1 al case en que € sea un divisor
(Q-Cartier.

2.6.8. Definicion. Sea K = (P,(v11, - ;¥14;)) un ciimulo de profun-
didad cero con origen en P (siendo (S, P) la singularidad racional de superficie
de partida) y sea C un divisor @-Cartier. Decimos que C' pasa por K si y
sélo si

et =v1{C) > para 1<i< s

y definimos el transformado virtual de C por K como el divisor Q)-Cartier de
S1 dado por

a1
1 *1 § 1
C - O - VltElt

t=1

Sea K = (C,r) un cumulo de profundidad mayor que cero. Entonces,
de la misma forma que hicimos en 2.6.6, definimos los ctimulos inducidos K
con origen en puntos P; de C en el primer entorno infinitesimal de P. En estas
condiciones, dado un divisor @-Cartier C de (5, P), decimos que C' pase por
K siy sélo si

i) C pasa por el cimulo (P, (v11,- - ,%14,))

ii) El transformado virtual C! de C respecto de (P, (v11,-++ ,V1s,))
pasa por cada uno de los cimulos inducidos por K con origen en un
punto de C del primer entorno infinitesimal de P, '

Observemos que esta definicidn es consistente y que es equivalente a la
definicién 2.6.3 cuando C es un divisor de Cartier.

Diremos que un divisor @-Cartier C de (S, P) pasa por K con érdenes
efectivos iguales a los virtuales si y sélo si se da la igualdad en cada etapa, es
decir, si y sélo si e, = v, para cada v € Ac.

Finalmente, si un divisor @Q-Cartier C pasa por K, entonces definimos
el transformado virtual de C' por K como el divisor Q-Cartier de S¢ dado
por C = C* — Dg. En particular, si C pasa por K con érdenes efectivos
iguales a los virtuales, entonces el transformado virtual C de C por K es el
transformado estricto C de C por 7.

60




§7. Ideal completo asociado a un ciimulo.

2.7.1. Sea R = Ogp el anillo local de la singularidad racional de
superficie (S, P) y m su ideal maximal. Tomemos dos divisores de Cartier ('
y C3 de (S, P) que pasen por un climulo dado K = (C,r) con origen en Py
sean h; = 0 (¢ = 1,2) ecuaciones locales de dichos divisores (donde h; € R).
Entonces el divisor Cy + C5, dado localmente por f;.f2, también pasa por K.
Por tanto, podemos definir un ideal I'x de R que depende del camulo K:

(40) Iy = {0} U{h€ R— {0} /[ eldivisor (k) pasa por X}

2.7.2. Proposicion. Dado un ciimulo K con origen en P, el ideal Iy
asoctado es un ideal completo m-primario.

DEMOSTRACION: Es claro que
(41) Ix={heR [ vy (h)>b, paratodo vy € A}
es decir,
(42) Ix = ()| (IxR», NR)
~EA

Ahora bien, R es un anillo normal (pues (5, P) es racional), luego R es un
dominio y cada ideal IxR,, N R es un ideal de valoracién. Por tanto, (42)
expresa Iy como interseccién de ideales de valoracion, luego Ik es un ideal
completo (ver proposicién 1.8.13). Por tiltimo, de la igualdad (41) se deduce de
forma inmediata que una potencia suficientemente grande del ideal maximal
m esta contenida en Ix, y por tanto, Ix es un ideal m-primario. m

2.7.3. Proposicion. Si K es un WN-cimulo, entonces el ideal I es
la fibra en P del haz de ideales «, (Og, (—Dk)).

DEMOSTRACION: Un elemento h del anillo local R pertenece al
ideal Iy si y sélo si la parte excepcional de (h)* — Dk es efectiva, es de-
cir, st y sdlo si (h)* > Dg, o equivalentemente, si k es una seccién global de

T e (OS‘_, (—-.DK)). |

Por 4iltimo, veamos en un ejemplo el divisor Dy y el ideal I'x asociados
a un IN-camulo K.
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definir el mismo ideal completo, es decir, puede que Jx sea igual a Ip, pero
sin embargo, entre los ctimulos K con el mismo ideal I existe un solo cimulo
de Cartier. Por tanto, para estudiar ideales completos, podemos restringirnos
a considerar ctimulos de Cartier. De hecho, en la seccién 5, veremos que la
correspondencia K +— I define una biyeccién entre el conjunto de ctimulos
de Cartier con origen en P y el conjunto de ideales completos m-primarios del
anillo B = Og p. Més atin, después de definir operaciones en dichos conjuntos,
se obtendran monoides isomorfos.

Fija una constelacién C con origen en P, el semigrupo de ideales com-
pletos m-primarios I de R tales que I Og,. es inversible es isomorfo a los
semigrupos Et y E! de E = Eg (ver definicién 3.5.1) de forma que se
obtienen cuatro semigrupos isomorfos ([Lil], seccién 18). Ademas, en la
seccion 6 veremos que ET es un cono convexo racional poliedral que resulta
ser un simplice. En la seccién 7 aprovecharemos esta estructura simplicial
de E* para dar una prueba elemental alternativa de la semifactorialidad de
dichos semigrupos (el resultado original aparece en [Cu2], seccién 1).

Finalmente, en la seccién 8 describiremos el semigrupo E;."m asociado
a cada tipo de punto doble racional, siendo €, una constelacién minimal.
Como consecuencia, para cada punto doble racional (S, P) y cada constelacién
C con origen en P (no necesariamente minimal) serd inmediato describir el
semigrupo EZ." En particular, tras este andlisis exhaustivo y como nueva
aplicacién de la estructura de I*, en la seccién 9 mostramos el resultado
de Lipman ([Lil], secciones 22 y 24) que afirma que las singularidades de
tipo Eg y los gérmenes de superficie no singular son las tnicas singularidades
racionales para las cuales hay factorizacién tnica en el semigrupo I* de los
ideales completos m-primarios.

§1. Desigualdades de proximidad.

Al igual que en los capftulos anteriores, trabajaremos en una, singula-
ridad racional de superficie (S, P). Sea R = Og p el anillo local de § en P y
m su ideal maximal.

3.1.1. Definicién. Dado un ctimulo K = (C, v) con origen en P, para
cada v € A¢ llamamos v-defecto de K al mimero racional

(1) dy = —Dg.E,
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Decimos que el cimulo K satisface las desigualdades de prozimidad si todos
sus defectos son no negativos.

Si fijamos una enumeracién w del conjunto de indices A¢, entonces el
vector de defectos de K respecto a w esta dado por

d=—-MAy

donde M = M¢., y A = Acw son respectivamente las matrices de proximidad
y de interseccién de C respecto a w (definiciones 2.2.5 y 2.4.1). Por lo tanto,
K satisface las desigualdades de proximidad si y sdlo si todos los elementos
de la columna M Ay son no positivos, es decir, si y solo si

(2) MAr <0

3.1.2. Nota. Si el germen de superficie (9, P) es no singular, entonces
A= -Idy un cimulo K = (C, {v}.~,) satisface las desigualdades de proxi-
midad si y sdlo si, para todo punto P; de C se tiene que, si P, -+, P son
los puntos de C préximos a P;, entonces

vi 2 v+t v

(ver [Csl], definicién 3.2; [LJ], definicién 3.1). Esta es la razén por la que
llamamos a (2) desigualdades de proximidad.

3.1.3. Definicién. Un cimulo K con origen en P es un cimule
geoméirico si todos sus defectos son enteros (aunque pueden ser negativos).
En particular, todo IN-ciimulo es geométrico puesto que, si Dk es un divisor
entonces d, = —Dy . E. es un entero.

Decimos que un cimulo K es un cimulo de Weil si es geométrico
y satisface las desigualdades de proximidad, es decir, si y sdlo si todos los
defectos {d,}, de K son enteros no negativos, Decimos que un ciimulo K es un
ctmulo de Cartier si es un IN-ciimulo y satisface las relaciones de proximidad.
Asi pues, un eimulo de Cartier es un cimulo de Weil, pero el reciproco no es
cierto, como mostramos en el siguiente ejemplo.

3.1.4. Ejemplo. Un cimulo K = (C,,,¥) con soporte en la cons-
telacién minimal C,, de la singularidad Ds satisface las designaldades de
proximidad si y sdlo si
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(v +ve)+wstvs <31

T+ <dum

(3) 3 T vy <Ly
0 <in
{ 0 <uy

Consideremos €l cimulo K’ con soporte en Cy, y cuyo arbol ponderado es el
siguiente

0

fig. 3.1.

Observemos que K' tiene el mismo soporte que el cimulo K definido en el
ejemplo 2.7.4, y los pesos de K son 1/4 de los pesos de K'. Por tanto, el vector
b de K’ esté dado por p* = v*M~1 = (1, %, %,%, %) y K' no es un IN-cdmulo.
Sin embargo, €l vector de defectos de K' es d* = (0,1,0,0,0), formado por
enteros no negativos, es decir, K’ es un ciimulo de Weil y no es un cimulo de

Cartier. =

L4 -
§2. Ordenes virtuales y 6rdenes exactos.

En esta seccién trataremos de generalizar el resultado de Enriques
({EC], libro IV, capitulo II, seccién 17) que da condiciones necesarias y
suficientes para que por un ctmulo K con origen en un punto no singular
pasen curvas con multiplicidades exactas o efectivas iguales a las virtuales.
En nuestro caso, trabajamos con una singularidad racional de superficie (S, P)
y por tanto, hay dos posibles generalizaciones de la idea de curva: los divi-
sores de Cartier y los divisores de Weil. Veremos que la condicién necesaria y
suficiente para que por un cimulo K con origen en P pasen divisores de Weil
de (S, P) (divisores de Cartier, respectivamente) con érdenes efectivos iguales
a los virtuales es que K sea un ciimulo de Weil (de Cartier, respectivamente).
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3.2.1. Teorema. Dado un cimulo K = (C,y) con origen en P, las

condiciones siguientes son equivalentes:

( 1) K es un cimulo de Weil, es decir,todos los defectos {d}, de K son
enteros no negativos.

( ii) Existe un divisor de Weil C de (S, P) que pasa por K con drdenes
efectivos iguales a los drdenes virtuales.

( i) Existen divisores de Weil que satisfacen (ii} y ademads, los iinicos
puntos infinitamente préximos a P por los que pasan todos los divisores de
Weil con la anterior propiedad, son los puntos de C.

DEMOSTRACION: La implicacién (i41) => (i¢) es inmediata. Para pro-
bar (i) == (i), supongamos que C es un divisor de Weil que satisface (ii).
Entonces, el transformado total de C por el merfismo ¢ es C* = C + Dy v,
puesto que C*.E. = 0 para todo 4, se tiene que d., = C.E, es un entero no
negativo.

Finalmente, probemos (i) = (#¢1). Supongamos que K es un ctmulo
tal que todos sus defectos dy son enteros no negativos y consideremos el cierre
de Hensel Sg' de Sc¢ y el morfismo natural 4 : S(';‘ — Se. Paracada v € A
tomamos d., curvas algebroides irreducibles distintas en S%, transversales a
E. y que no se intersequen a ninguno de los E, para a # 7. Expresamos
simbdélicamente esta unién de curvas por d,&, y consideramos la curva £ de
Sc definida por hi(3_, d,€4). Abora, la curva C = (m¢)«(€) es un divisor
de Weil de (9, P) cuyo transformado estricto en S¢ es el divisor £ (pues el
soporte de cada £, no estd contenido en ninguno de los E, ). Por la definicién
de transformado total, C* = £ + 3~ u+ E};, donde los p son los tinicos enteros
tales que (3 piyE}).Ea = —do = Dk .E4 y, teniendo en cuenta que la matriz
de interseccion es inversible, obtenemos

C*=£€+) v B3 =C+ Dk
s

Por tanto, C es un divisor de Weil que pasa por K con 6rdenes efectivos
: que pasa p
iguales a los virtuales.
Si, para cada hacemos una eleccién diferente d.E! de las d

y P Y5 Yy .
curvas algebroides irreducibles distintas, transversales a E., y que no interse-
quen a ningin E, para « # v (es decir, tal que ninguna de las curvas que
aparecen en d. £ esté en d£,), entonces obtenemos un nuevo divisor de Weil

C' = (ncoh) (27 d.ygfy) que satisface (ii). Los inicos puntos infinitamente
proximos a P que estdn al mismo tiempo en los transformados estrictos de C
y C" son los puntos de C. m
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A continuacién mostramos un resultado andlogo al teorema anterior,
que caracteriza los ciimulos con origen en P por los que pasa algin divisor de
Cartier de (9, P) con drdenes efectivos iguales a los virtuales. Si (S, P) es no
singular obviamente estas condiciones coinciden con las del teorema 3.2.1.

3.2.2. Teorema. Dado un cimulo K = (C,vr) con origen en P, las

condiciones siguientes son equivalentes:

{ i) K es un ciimmlo de Cartier, es decir, es un IN-ctimulo y satisface las
desigualdades de proximidad,

( i)  Existe un divisor de Cartier C' de (S, P) que pasa por K con érdenes
efectivos iguales a los drdenes virtuales.

( iii)  Existen divisores de Cartier que satisfacen (ii} y ademds, los tnicos
puntos infinitamente proximos a P por los que pasan todos los divisores de
Cartier con la anterior propiedad, son los puntos de C.

DEMOSTRACION: De nuevo (iii) = (ii) es inmediato. Probemos a con-
tinuacién (ii) => (i). Sea C un divisor de Cartier que satisface (ii), enton-
ces su transformado total por el morfismo we es C* = C + Dg ¥, puesto
que S¢ es no singular y C* y C son divisores de S¢, también lo serd Dp.
Por tanto, K es un IN-cimulo que satisface las desigualdades de proximidad
(pues d., = C.E, > 0), es decir, K es un cimulo de Cartier.

Supongamos ahora que K es un ctimulo de Cartier. Para cada v € A
tomemos d., curvas algebroides irreducibles en S%, transversales a E, y que
no intersequen a ninguno de los E, para a # . Al igual que en la demos-
tracién de 3.2.1, expresemos simbélicamente esta unién de curvas por d.&,
(en este caso, d.,&, podria ser una sola curva contada d., veces, pero también
se pueden tomar curvas diferentes). Sea £ la curva de S¢ definida por
hs(2 e dvEy) ¥ consideremos el divisor de S¢ dado por

D=+ Dy

Para todo o € A, D.E, =ds — Dg.E, = 0, por tanto la proposicion 1.6.1
garantiza la existencia de un elemento h de R tal que (h)* = D. Sea C el
divisor de Cartier de (S, P) dado por (k), entonces

O*=8-|—DK=E-I—DK

y por tanto C pasa por K con 6rdenes efectivos iguales a los 6rdenes virtuales.
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Por dltimo, para cada v € A, hagamos una eleccién d,& de las d,
curvas algebroides con la misma propiedad que d., £, pero esencialmente dife-
rente, es decir, ninguna de las curvas que aparecen en d,£. estd en d. £,
De esta forma, aplicando el razonamiento anterior, obtenemos un nuevo divi-
sor de Cartier C' de (S, P) que pasa por K con érdenes efectivos iguales a los
virtuales. Ahora bien, C = h(32d.E,) ¥ C = he(3- dyEL) y por tanto, los
unicos puntos infinitamente préximos a P que estan al mismo tiempo en los
transformados estrictos de C' 'y C" son los puntos de C. =

3.2.3. Ejemplo. El cimulo K definido en el ejemplo 2.7.4, cuyo
soporte es la constelacién C,, que define la desingularizacién minimal de Dj
y cuyo arbol ponderado asociado es

(3,1) 0

4
fig. 3.2.

es un cumulo de Cartier. En efecto, en 2.7.4 vimos que K es un IN-ctimulo.
Ademis, sus defectos son d = (0,4,0,0,0), que son no negativos. Tomando
las mismas coordenadas que en 2.7.4, consideramos el divisor de Cartier C
definido por

2 R4

en (5, P). Este divisor de Cartier pasa por K con érdenes efectivos iguales
a los virtuales. De hecho, el divisor de Cartier definido por una combinacién
genérica de los generadores de Iy dados en 2.7.4 con coeficientes en R satisface
la misma propiedad.
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El cimulo K’ definido en el ejemplo 3.1.4 cuyo soporte es la cons-
telacién C,, y cuyo arbol ponderado asociado es

0

31
(&) ’

1
fig. 3.3.

tiene por defectos d' = (0,1,0,0,0) es decir, K es un cimulo de Weil, aunque
no es un IN-ctimulo. Fl divisor de Weil definido por (2% + ¢z = 0) N (y = 0)
en (S, P) pasa por K' con érdenes efectivos iguales a los virtuales. m

$3. Reformulacién en términos de ideales y de divisores asociados.

A un cimulo K con origen en P y soporte en la constelacion C, le
hemos asociado un divisor §-Cartier efectivo Dy de S¢ con soporte excep-
cional y un ideal completo I del anillo local R (ver 2.6.4 y 2.7.1). En la
proposicién 2.7.3 hemos analizado la relacién entre Iy y D cuando K es un
IN-ctimulo. Nuestro préximo objetivo es reescribir las condiciones (z), (i) ¥
(4i1) del teorema 3.2.2 en términos de Ix y Dk. De esta forma conectamos
el resultado anterior con la teorfa de Lipman ([Lil], capitulo V).

3.3.1. Teorema. Sea K = (C,v) un IN-ciimulo con origen en P, sea
Iy el ideal completo de R asociado y sea Dy = %, b, E el divisor con soporte
excepcional de S¢ definido por K. Entonces, las condiciones siguientes y las
condiciones (1), (12) ¥ (3it) del teorema 3.2.2 son equivalentes
(1) Dg.E, <0 paratodo v €A.

(i) wvy(Ig)=10by paratodo ~v€A.
( i’}  IxOs, = Os.(—Dk), es decir, Os,(—Dx) estd generado por sus
secciones globales.

DEMOSTRACION: Probemos la equivalencia entre (1) y (i'), entre (4i) y
(3i") y entre (3ii) y (iii'). De esta manera, el resultado serd consecuencia del
teorema 3.2.2.
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La equivalencia (i) <= (i') es inmediata. Probemos (i1) <= (it').
Supongamos primero que se da (it), entonces existe un elemento hg de Iy tal
que

(4) (ho)* = (ho) + Dk

¥, aplicando la proposicién 2.3.3, se tiene que v,{hg) = by para todo v € A.
Para cualquier otro elemento h de Iy tenemos

(h)* 2 (h) + Dk
y por tanto v,(h) > b,. Asi pues,
vy(Ig) =min{v,(h) /| he€Ix}=v,(ho) =10,

Reciprocamente, si se da (ii’), entonces existe un elemento hg € I para
el cual vy(ho) = b, para todo v € A. De hecho, cualquier combinacién lineal
genérica de un sistema de generadores de Ii satisface la anterior propiedad.
Para dicho elemento hy, la igualdad (4) es cierta y por tanto, el divisor de
Cartier que define hy pasa por K con érdenes efectivos iguales a los virtuales
(teniendo en cuenta que M es inversible).

Finalmente, probemos (#¢1) <=> (ii1'). Supongamos que se satisface
(#4i). Puesto que IxOg, C Og,(—Dg), bastard con probar que para todo
Q@ € 77 (P) el ideal Os, o(—Dg) de Og, g esté contenido en IxOs, o
(observemos que para @ ¢ x5 '(P) ambas localizaciones son el anillo local
Os.,q). Tomamos h € Ix tal que el divisor de Cartier que define pasa por
K con ordenes efectivos iguales a los virtuales y tal que @ no pertenezca al
transformado estricto de (k). En esta situacién, la restriccién de h a Og, o
genera Og, o(—Dxk), y por tanto, Os, g(—Dx} C IxOs, q.

Supongamos ahora que se da (i#') y fijemos @ € 7' (P). Tomemos
generadores hy, ... ,h, de Ix (recordemos que el anillo R es noetheriano).
Puesto que el haz IxOg, g es inversible y Og, g es un anillo local regular,
existird 5 € {1,--- ,r} tal que

(hi)g = IxOs;,q@ = Os,(—Dk)

Afiadiendo a h; una combinacién lineal de h,,...,h, suficientemente
genérica, obtenemos un elemento h € I tal que vy(h) = b, paray € A y

(h)g = Ik Os,,q = Os.,o(—Dk)

Por tanto, el divisor de Cartier que define h satisface (i7) y su transformado
estricto en S¢ no pasa por (. =
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$4. Ordenes exactos de divisores de Cartier definidos por elementos
genéricos del ideal completo asociado a un ciimulo.

Enriques también da solucién al siguiente problema: Dado un cimulo
cualquiera K con origen en un punto no singular de una superficie, encontrar
las multiplicidades de una curva genérica que pasa por K. Enriques define
un nuevo cimulo K que satisface las desigualdades de proximidad y tal que
el conjunto de curvas que pasan por K coincide con el conjunto de curvas
que pasan por K, es decir, Iy = I, El mismo resultado es cierto también
para singularidades racionales de superficie. De hecho, es una consecuencia
del teorema 3.3.1.

3.4.1. Proposicidn. Dado un cimulo K = (C, {u,,}ﬁ{) con origen en

P, existe un tinico ciimulo de Cartier K con soporte en C tal que Iy = I+.
De hecho, K = (C, {F,,,},r) donde, si M es la matriz de proximidad de C

respecto a una enumeracion w, entonces

(5) =M% y _b'rzvv(IK)

=l

DEMOSTRACION: Tomemos generadores hy, ...,h, de Iy (pues R es
noetheriano), entonces una combinacién lineal genérica h de los h; satisface
v4(h) = by, y por tanto

Luego K es un ciimulo de Cartier (teorema 3.2.2).

Ahora bien, el divisor con soporte excepcional asociado a K es
Dy = EE.,E,Y y, puesto que b, = v,(Ix), se tiene que D =z Dk y por
tanto, Iz C Ix. Ademds, si h es un elememto de Ig, entonces v,(h) > by
para todo v € A, luego h € I3z, Asi pues, Ix = I

Finalmente, si K' = (C,{v]},) es otro cimulo de Cartier tal que
I = Ig, entonces v, {Ixr) = b tiene que ser igual a b, donde Y= (]M‘”)_1 v
(teorema 3.3.1). Por tanto, v =7, paratodoy€E Ay K'=K. =
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3.4.2. Ejemplo. Consideremos de nuevo la singularidad racional de
superficie (S, P) con singularidad D5 definida en 2.2.7 y sea C,,, la constelacién
que define la desingularizacién minimal de (S, P). Para cada ¢ €@, sea K9
el cimulo con soporte C,, cuyo drbol ponderado asociado es

0
(3,1) 0

q
fig. 3.4.

El vector ¥ del ciimulo K(9 (ver (38) en 2.6.4) estd dado por

¢
(b(")) = (q, -;-q +3,2g+1, %q, %q + 2)
y por tanto, K es un IN-ciimulo si y sélo si ¢ = 2n, donde n € IN. Para
0 < ¢ < 4, el cimulo K no satisface las desigualdades de proximidad (ver
(3) en el ejemplo 3.1.4). En este caso, el ciimulo de Cartier K = K*) definido
en el ejemplo 2.7.4 (ver también el ejemplo 3.2.3) hace el papel de K para
todo K@ con 0 < ¢ < 4, es decir, Ix = I para 0 < g < 4. =

3.4.3. Definicién. Sea K = (C,v) un ciimulo de Cartier con origen
en P y sea Ik el ideal completo m-primario de R asociado., Consideremos
el tnico cimulo de Cartier K con soporte en C tal que Ix = Iz. En esta
situacion, diremos que un elemento h de I'x es un elemento general de Iy siel
divisor de Cartier de (S, P) definido por h pasa por el ciimulo X con érdenes
efectivos iguales a los virtuales. :

Dado un sistema de generadores {hy,--+ ,h,} del ideal I = I, cada
punto (@1, -+ ,a,) del espacio afin A*(k) define un elemento 3 a;h; de I.
Por un elemento genérico de I entendemos cualquier combinacién lineal
2_a;h; tal que el punto (a1, - ,a,) pertenece a un abierto U de Zariski de
A*(k) cuyo complementario es el lugar de ceros de un ideal de k[zy,--- ,z,]
finitamente generado. Obsérvese que esta definicién no depende del sistema
de generadores elegido.

3.4.4. Nota. Observemos que, dado un ctimulo K con origen en P, un
elemento h de I es general si y sélo si (R)* = (k) + D+, siendo D3z el divisor
asociado al cimulo de Cartier K, o equivalentemente, si vy(h) = v,(Ix) para
todo v € A¢. Por tanto, todo elemento genérico de I es general.
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§5. Cuatro semigrupos equivalentes.

3.5.1. Definicién. Dada una constelacién C con origen en el punto P
de la singularidad racional de superficie (S, P), sea E = E¢, como en 2.1.3, el
grupo de divisores de S¢ de la forma Z,YE A Ny B~ donde los n. son nimeros
enteros. Sea E* = E} el conjunto de divisores D € E, D # 0 tal que
D.E., <0 para todo v € A. Por iltimo, sea Ef = Eﬁ. el conjunto de divisores
D € E,D # 0 tal que Og,(—D) estd generado por sus secciones globales
en Se. Tanto Et como E! son subsemigrupos de E, es decir, son cerrados
para la adicién.

Denotemos por K¢, o simplemente K, el conjunto de cimulos de
Cartier cuyo soporte es la constelacion C, y por Ké’, o bien K¥, el conjunto de
ciimulos de Cartier con soporte en C. Podemos sumar dos cimulos con so-
porte en C de la siguiente forma: si K = (C,z) y K' = (C,') entonces
K 4+ K' es el cimulo que tiene como soporte la constelacién C y cuyos pesos
son {ry+v,}y. Con esta operacion, dotamos a K de estructura de semigrupo
y K* es un subsemigrupo de K.

Finalmente, sea I = I el conjunto de ideales completos m-primarios
I de R tal que IOg, es inversible. En la proposicién 1.10.3 hemos visto que,
si I y J son dos ideales completos de R, entonces IJ también es completo.
Ademds, si I y J son m-primarios, entonces IJ es m-primario y si IOg,
y JOs, son inversibles, entonces IJQg, es también inversible. Asi pues,
I es cerrado para el producto de ideales y por tanto, I tiene estructura de
semigrupo.

3.5.2. Proposicion. Dada una constelacién C con origen en P, los
semigrupos Ef, Ef:, K&" e I¢ son isomorfos. De hecho, Ef = E% como
subsemigrupos de E¢ y los morfismos K'ci' — E"c" ¥y K'C" — I definidos por
K +— Dy y K — I respectivamente son isomorfismos.

DEMOSTRACION: En primer lugar, veamos que la aplicacién K —— Dy
define un isomorfismo de semigrupos entre K y el conjunto de divisores efec-
tivos de E y estudiemos la restriccién de dicho morfismo a K*. Dado un
cimulo K = (C, ), el divisor Dk estd definido por Dk = b, E, donde, fijo
un orden w compatible con C, b = (M*)~!y. Ahora bien, de la forma de la
matriz de proximidad M se sigue que y > @ implica b > (. Ademas, K es
un IN-ctimulo si y sélo si Dy € E y, puesto que M es inversible, la aplicacién
K +—— Dp define una biyeccién entre K y E. Ademds, conserva la adicién y
lieva el cero en el cero, por tanto es un isomorfismo. Ahora bien, el teorema
3.3.1 afirma que K € Kt (condicién i) si y s6lo si Dx € ET (condicién ') y
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esto ocurre si y sélo si Dy € E! (condicién #4i'). Por tanto, ET coincide con
E! y es un subsemigrupo de E isomorfo a K.

Finalmente, veamos que la aplicacién K +— Ix define un isomorfismo
entre K* ¢ I. En la proposicién 2.7.3 hemos probado que si K € K%, entonces
I eslafibra en P de 7, (Os,(—Dg)) y por tanto Iy € I. Ademds, si K y K'
pertenecen a K1, entonces Iy i+ = Ix Ik, es decir, la aplicacién K — Ix
es un morfismo de semigrupos. Reciprocamente, si I es un ideal completo

m-primario de R tal que IOg, es inversible, entonces existe un divisor Dy de
E! tal que

(6) I0s, = Os.(—Dr)

Sea K; € Kt el ciimulo asociado a Dj por el isomorfismo anterior entre
E! y K*. Por ser I un ideal completo, I es contraido para el morfismo
w ¢ S¢ — S (proposicién 1.9.3) y por tanto, I es la fibra en P de
Tx (Og.{(—Dr)) (lema 1.9.2). Asi pues, la aplicacién I — K es la inversa de
K+ Iy y ambas definen un isomorfismo entre los semigrupos K¥ e I.

3.5.3. Corolario. ([A2], teorema 4) Dada una constelacion C con
origen en P, sea Z¢ el ciclo fundamental del morfismo de desingularizacion
7 : Se¢ — 5. Entonces, para todo entero positivo r, se tiene

(7) OSC(—T'Z(:) = erSc

En particular, Z¢ es el divisor de E} asociado al ideal maximal m de R.

DEMOSTRACION: El isomorfismo entre I¢ y E‘c" definido por T — Dy
en 3.5.2 satisface la propiedad siguiente: Si I y J son dos ideales de I¢ tales
que I C J, entonces D; > Dj. Por otra parte, el ciclo fundamental esta
definido como el minimo divisor de E} (ver 1.4.2). Asf pues, el ideal completo
m-primario que corresponde a Z¢ es el ideal maximal m, es decir, la igualdad
(2) es cierta para r» = 1 y por tanto, por los isomorfismos de 3.5.2, para todo
entero positivo. =

3.5.4. Nota. En [Lil], teorema 12.1 y seccién 18, Lipman prueba
el isomorfismo entre E¥, E! e I. En la proposicién 3.5.2 hemos dado una
prueba diferente y mas cldsica de este resultado usando la nocién de ctimulo
y el resultado de Artin citado en 1.6.1.
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Sea (Y, Q) un germen de superficie normal, p : X — Y una desingu-
larizacién y {E;}", las componentes irreducibles del lugar excepcional de p.
Entonces se pueden definir los semigrupos E* y E! de la misma forma que
en 3.5.1. También en este caso més general, tendremos la inclusién Ef C Et.
En efecto, si D es un divisor con soporte excepcional tal que Ox(—D) esta
generado por sus secciones globales, entonces, para cada E;, se tiene una
sucesion exacta

0— 0O — O (-D)—> L0

donde el soporte de £, si no es nulo, tiene dimensién cero. Por tanto
—D.E; = degp, (O, (D)) = & (OE.'(D)) — X (Og;) = X(C)= ho(z) 20

y D € E*. Sin embargo, la inclusién E* C E! no es cierta en general.
Cuando (S, P) es una singularidad racional de superficie, hemos deducido
esta inclusién de la implicacién (i) == (7ii) del teorema 3.2.2, siendo dicha
implicacidén consecuencia del resultado de Artin 1.6.1.

De hecho, si (Y,Q) es una singularidad normal de superficie,
p: X — Y una desingularizacién y se tiene que EY C EM entonces es
cierta la tesis de la proposicién 1.6.1. Es decir, para todo divisor con soporte
excepcional D de X tal que D.E; = 0 para 1 < ¢ < n, existe un elemento %
del ideal maximal de Oy g tal que (h)* = D.

3.5.5. Nota. Sean C y C' dos constelaciones con origen en el punto
P de la singularidad racional de superficie (S, P). Diremos que ¢ < ' si
el morfismo we : Ser — S factoriza a través de S¢, es decir, si existe un
morfismo ¢ei¢ : S — Se tal que e = m¢ 0 pere. En tal caso, se tiene
que I¢ C I¢:. Consideremos el conjunto de indices T' formado por todas las
constelaciones C con origen en P tales que S¢ es una superficie no singular,
ordenado por la relacién anterior. El conjunto {I¢}.cp, junto con las inclu-
siones I C I¢ cuando € < €/, forman un sistema directo de semigrupos.
Su limite directo es el semigrupo I* formado por todos los ideales completos
m-primarios de R, junto con el producto usual de ideales (ver proposicién
1.10.3). En efecto, de la proposiciéon 1.2.4 se sigue que para todo ideal com-
pleto m-primario I de R existe una constelacién C de puntos infinitamente
proximos a P tal que IOg, es inversible, es decir, I pertenece a Ic.
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Aplicando el mismo razonamiento al conjunto de ciimulos, obtenemos
que el conjunto K* formado por todos los IN-cimulos con origen en P tiene
estructura de semigrupo y es el limite directo de los semigrupos {Kc¢}ecr-
Observemos que, si C < ' y los ciimulos K y K' con soporte en C y C'
respectivamente son tales que Dy es el divisor de S¢ inducido por Dy,
es decir, Dy = @& o(Dg), entonces K y K' quedan identificados en K*.
De manera anéloga, el subsemigrupo K+* de K* formado por los ciimulos de
Cartier con origen en P es el limite directo de los semigrupos {K}' } cer For
tanto, I* y K** son semigrupos isomorfos, y todo ideal completo m-primario
de R estd caracterizado por un elemento de K**,

§6. Generadores del semigrupo de ideales completos visto como
cono simplicial.

En esta seccién introduciremos la terminologia y los resultados funda-
mentales acerca de los conos convexos. Nuestro objetivo es probar que, fija
una constelacion C, el semigrupo Eg contenido en el ZZ-mddulo libre E¢ tiene
una estructura de cono convexo racional simplicial. En particular, definiremos
unos divisores {D.} veA de Eg, a los que llamaremos extremales, y veremos
que todo divisor D de Eg se expresa de forma tnica como D = 27 gDy
donde los ¢, son ndmeros racionales positivos. De hecho, se pueden calcular

en funcién del divisor D mediante ¢, = (D.E,)/(D...E.,).

3.6.1. Definicidn, Dado un Z-mddulo libre L de rango d, conside-
remos el Q-espacio vectorial L ®Q e identifiquemos L con el subgrupo L® 1
de L ®Q). Diremos que un subconjunto ¢ de L es un cono convezéd racional
(o simplemente un cono) si existe una familia finita {vy, ... ,v;} de elementos
de L tal que

(8) o=Ln {Zqivi / ¢ €@, 4520}

=1

A los elementos vy, ..., v; los lamamos generadores de o. Decimos que o es
stmplicial st esta generado por una familia finita de vectores de L linealmente
independientes sobre (). Decimos que o es regular si ademas esa familia es
parte de una base del Z-mddulo L. La dimensidn de un cono o es la dimensién
del Q-espacio vectorial generado por o.
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3.6.2. Lema. Sea ¢ C L un cono simplicial de dimensién t. Entonces
existe una 1inica familia de t vectores de L linealmente independientes sobre
(@) que genera o. A dichos vectores los llamaremos elementos eztremales de o.

DEMOSTRACION: La existencia de una tal familia {v;, ... ,v;} es conse-
cuencia de la definicién de cono simplicial. Supongamos que existe otra familia
{v}, ... ,vi} de vectores de L linealmente independientes sobre (} que genera
o. Sea A la (t x t)-matriz con coeficientes en @ de cambio de base de v a 2/,
es decir, ' = Av y andlogamente sea B tal que vy = By'. Entonces AB = Id
y tanto A como B tienen coeficientes racionales no negativos, por tanto, tras
una posible reordenacion de los v}, podemos suponer que A y B son matrices
diagonales, es decir, v} = a;v; donde a; €@, a; > 0. Ahora bien, puesto que
los v; y los v} son vectores de L, se tiene que a; = 1y v} = v; para todo . =

Si I es un ZZ-médulo libre de rango d, entonces su dual LY =
Hom(L,7Z) es también un ZZ-mddulo libre de rango d. Dado un cono ¢
de L, le asociamos el subconjunto de LY dado por

(9) oV={lelV | Yveo Iv)>0}
Entonces se tiene:

3.6.3. Lema. La correspondencia ¢ — ¢V establece una biyeccién
entre los conos de L y los conos de LV.

DEMOSTRACION: Sea ¢ un cono de L y supongamos que los vectores
V1, ... ,v; € L generan o, es decir, ¢ estd definido por la igualdad (8). Sea
{e1, ... ,eq} una base de L como Z-mdédulo libre y {eY, ... ,eY} la base dual

de LV. Si v; = zi1e1 + - -+ + ziqeq4 donde z;; € ZZ, entonces o estd formado
por los elementos [ = yie) + -+« + yqgey tales que para 1 <i <t

Y wiy; >0
J

y por tanto, es un cono de LY. Ademdsoc={ve L / (v} >0 Vi€ o'}y,
puesto que (LY)V es naturalmente isomorfo a L se concluye el resultado. =

Por tanto, dado un cono ¢ de L, al cono ¢V definido en (9) lo lamare-
mos cono dual de o.
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3.6.4. Fijemos una constelacién C con origen en el punto P de la singu-
laridad racional de superficie (S, P) y consideremos el grupo E = E¢. Sin es
el cardinal de A, entonces E es un ZZ-mdédulo libre de rango n. Consideremos
también el subsemigrupe E* de E formado por los divisores D = 3 _nyEy
con n., € 7 tales que

~D.Ey =) ny(—Ey.E,) 20
¥

para todo o € A. Entonces ET es un cono de E, de hecho es isomorfo al
dual del cono de ZZ" generado por los vectores {—(Ey.Eays -« s Ey-Ban )} en
Veremos en 3.6.6 que Et es un cono simplicial. Para ello, comencemos
definiendo divisores generadores de ET.

Para cada v € A, tomemos una curva algebroide irreducible £, del
cierre de Hensel S de S¢, transversal a E., y que no interseque ninguno de
E, para a # v (de la misma forma que hicimos en la demostacién del teorema
3.2.2) y consideremos la curva de S¢ definida por h, (€.} (siendo b : Sk — Se
el morfismo de henselizacién). Puesto que la matriz de intersecciéon A es
inversible en @ (por ser definida negativa), existe un tnico divisor Q-Cartier
E.Y de S¢ con soporte excepcional tal que

(10) (ha(4) +Ds) Ba = 0
para todo o« € A. Sea r., el menor entero positivo tal que r.,TJ—,Y tiene coefi-

cientes enteros y definamos D, = ryD.,. Es decir, D, es el tinico divisor con
soporte excepcional de S¢ que satisface

(11) D..Eq = { 0 «F

Obsérvese que las definiciones de r, y D., no dependen de la eleccion de £,.

3.6.5. Ejemplo. Consideremos la singularidad racional de superficie
(S, P) con singularidad D5 definida en 2.2.7 y sea C,, la constelacién que define

la desingularizacién minimal de (S, P). En este caso, los divisores @)-Cartier
D., definidos en (10) son

Dy =2E, + Ez + Ey + E3 +2E,

— 5 3 1 3
Dy = By + ZEQI + 1E22 + §E3 + §E4
= 3 5 1 3
D3y = E1 + ZEzl + ZEzz + §E3 + §E4
e 1 1

Dy =FE + §E21 + §E22 + E3 + Ey4

— 3 3

Dy =28, + "2-E21 + -Z-Ezz + E3 4+ 3B,
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y por tanto, los divisores D., definidos en (11) son
D, =Dy Dy = 4Dy Dy = 4Dy, D3 =2D; Dy = 2D,

Observemos que Dj; es el divisor con soporte excepcional asociado al cimulo
K del ejemplo 2.7.4.

Representamos simbdlicamente estos divisores en el grafo dual de la
desingularizacién 7 : S¢,, — S de la siguiente manera: Para representar
el divisor D., dibujamos una flecha con origen en el vértice del grafo dual
correspondiente a E, y damos peso ry a dicha flecha., La ausencia de peso
significa que el peso es 1. De esta forma, expresamos que el transformado
estricto del divisor de Cartier definido por un elemento genérico del ideal
completo L, asociado al divisor D es de la forma r h,(£,), donde, al igual
que en 3.2.1 y 3.2.2, por r,E, entendemos r., curvas algebroides irreducibles
del cierre de Hensel de S¢,,, transversales a E, y que no intersecan a ninguno
de los E, para a # . En nuestro caso, estas representaciones son

J

D, _1_< )
B B Fy Dy L__<
Ey 2
D, v<

Doy <l 4
.D22 / 4
\T fig. 3.5. ]
3.6.6. Proposicidn. El subsemigrupo EY es un cono simplicial de E¢

de dimensidn n y los divisores {D} vea definidos en 3.6.4 son los elementos

extremales de E}. Es decir, todo divisor D € E} se expresa de forma unica
como

(12) D=3 ¢D,

YEA

donde los q., son mimeros racionales positivos. De hecho, se tiene que

_ 1 (DB
(13) 4y = —T_T(D‘E‘J‘) = (D’Y'E’)')
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Mds atn, si 6¢c € IN es el valor absoluto del determinante de una matriz
de interseccién A¢ (relativa a la base E ) asociada a C, entonces el cono Ef es
regular si y sélo si §¢ = 1. En este caso, los ¢, definidos en (13) son enteros no
negativos y todo divisor de E} se expresa de forma tinica como combinacion
lineal de {Dy}, -5 con coeficientes enteros no negativos.

DEMOSTRACION: Fijemos una enumeracién w del conjuto de indices A,
consideremos la matriz (Eq.Eg)q,p con coeficientes en ZZ e inversible en @ y
sea § = & el valor absoluto de su determinante {obsérvese que el determinante
de dicha matriz es igual al determinante de la matriz de interseccién A).
Sea A la matriz con coeficientes en () inversa de (Eq.Eg)} y sea ¥ = (a)q la
columna y-ésima de A. Si § = 1, entonces los coeficientes de A son ntmeros
enteros, pero si § > 1, entonces son niimeros racionales ¢ tales que é ¢ € ZZ.

Para v € A, el divisor Q-Cartier D., es una combinacién lineal en @ de
los {Eq},eca de forma que

0 a oy

14 D..E, =
(14) : {_1 "7

Por tanto, a7 es el vector columna de los coeficientes de —D ., es decir, se tiene

Dy, = -3, a]lE,. Ahora bien, si 6 =1 entonces ¢” € Z" y D, = 57. Pero
en general, D, no es un divisor y D., = r,D., donde r., es el menor entero
positivo tal que b7 = r a” € ZZ". Es decir, ry dividea § y D, = -3 bTE,
donde §Y = A(0,--- ,7ry,--- ,0)L.

Puesto que las columnas a¥ de la matriz A son linealmente indepen-
dientes sobre (), también los divisores {D‘Y}ve A son @-linealmente indepen-
dientes. Veamos que son generadores del cono ET. Sea D un divisor de E*

y consideremos
D'=)Y"q,D,
~EA
donde 1
Oy = _T_(D Ey)
¥

Tanto D como D' son combinaciones lineales en Q de {E,}, ., ¥ ademids se
tiene que

D.E,=D"E, Va e A

Puesto que la forma de interseccién es no degenerada, los divisores D y D'
han de ser iguales, es decir, D = Z,YE A 44D ¥ la unicidad de los ¢., en esta
expresion es consecuencia de la independencia lineal de los D.. Asi pues, los
divisores {D~} ea son los elementos extremales del cono simplicial E+.
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Por dltimo, si § = 1 entonces la matriz A tiene coeficientes en 77
y determinante +1. Ademds, para todo v € A se tiene que D, = D, =
— Y, alE, donde g7 es la columna y-ésima de A. Por tanto, si 6 = 1,
entonces {Dy}yea es una base del Z-médulo libre E y el cono E es regular.
Reciprocamente, supongamos que { D} ca es una ZZ-base de E. Fijo v € A,
el mdximo comtin divisor de los mimeros enteros {(Eq.Ey)},ca € 1, ¥ Por
tanto, existirdn enteros {cq }aca tales que

> ca(Eq.By) = —1

o

Ahora bien, el divisor D =} _ ¢y Ey pertenece a E, luego se puede expresar
como D = Y n,D, donde n, € Z para todo a € A. Intersecando ahora D
con E., obtenemos

1= ca(Ea-BEy)=D.Ey=—nyry

¥ por tanto, 7, = 1. Como esto es cierto para todo v € A, se concluye que
necesariamente d = 1. m

§7. Semifactorizacién en el semigrupo de ideales completos.

En {Z1], Zariski probé que todo ideal completo I de un anillo regu-
lar local de dimensién dos factoriza de forma tinica en producto de ideales
completos simples (ver también [ZS], apéndices 5 y 7). Ademas, los dis-
tintos ideales completos simples que aparecen en la factorizacién de I estén
en correspondencia biunivoca con las componentes irreducibles de una curva
definida por un elemento genérico de I ([Li3], [Z1], [ZS]). De hecho, existe
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de ideales completos simples
de un anillo regular local R de dimension dos y el conjunto de valoraciones
divisoriales ([ZS], apéndice 5).

Para un dominio local completo R de dimensién dos, Cutkosky demos-
tré que si en I* (el semigrupo de ideales completos m-primarios de R) hay
factorizacién iinica, entonces R es un D.F.U. (ver [Cu2]). Por otro lado,
Lipman probé en [Li2] que si el cuerpo R/m es algebraicamente cerrado,
entonces el reciproco es cierto, es decir, si B es un D.F.U. entonces en I* hay
factorizacion unica.
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En [G6], Gohner introdujo el concepto de semifactorizacién en un semi-
grupo. Gohner conjeturd, y posteriormente fue probado por Cutkosky en
[Cu2], que I* es semifactorial si y sélo si el grupo de clases de divisores CI( R)
es un grupo de torsién. Una consecuencia de este resultado es la siguiente:
Si el cuerpo R/m es algebraicamente cerrado de caracteristica cero, entonces
I* es semifactorial si y sélo si el anillo local R tiene una singularidad racional.

En esta seccion damos una prueba alternativa de la semifactorialidad
de I* cuando (.5, P) es una singularidad racional de superficie. Especificaremos
esta condicién en términos de los semigrupos E* y K* y utilizaremos los
isomorfismos de 3.5.2 y la estructura de cono simplicial de Et.

3.7.1. Definicién. Sea C una constelacién con origen en P. Un
elemento D del semigrupo E&" es irreductble si no se puede expresar como
suma de dos divisores no nulos de E}. Un ideal completo m-primario I del
anillo local R = Og p es simple si no se puede expresar como producto de
dos ideales completos propios de R. Observemos que si I pertenece a Ig,
es decir, IOg, es inversible, entonces I es simple si y sélo si el divisor D € Eg’
asociado (es decir, tal que IOg, = Og,(—D)) es un elemento irreducible del
semigrupo E7 .

Veamos que los divisores {D,},ea definidos en 3.6.4 son elementos
irreducibles del semigrupo Ef.

3.7.2. Proposicién. Sea C una constelacién con origen en P, Enton-
ces los elementos extremales {D.,}.,ea del cono E} son irreducibles.

DEMOSTRACION: Supongamos que D, = D' + D" donde D', D" € E™.
Entonces, para a # 7, se tiene que

0=D,E,=D"E,+D"E,
Cada uno de los términos de la derecha es negativo o nulo, y por tanto,
DE,=D"E,=0 Va#~

Puesto que la matriz (Eq.Eg)a,g es inversible, de la definicién (14) de D,
se sigue que tanto Dy como D, son miltiplos de 57 que pertenecen a ET,
La tnica posibilidad de que esto ocurra es que uno de ellos sea nulo y el otro
sea D.. Por tanto, D. es un elemento irreducible de E¥, =

Sin embargo, en general el reciproco no es cierto, es decir, existen
elementos irreducibles de Eg que no son extremales, como veremos a conti-
nuacion.
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3.7.3. Ejemplo. Consideremos de nuevo la singularidad racional de
superficie D5 y la constelacién Cy, que define la desingularizacién minimal.
Consideremos el siguiente divisor de S¢,,

D =4F) +4Fy + 3E2 + 2E; +6E4

Los defectos de este divisor son d* = (0,2,0,0,1), y por tanto, D pertenece
a E'c"m. No es dificil probar que D es irreducible, pues conocemos la matriz
(Ea-Eg)a,s para la desingularizacién minimal (ejemplo 2.4.3). Sin embargo,
D no es un elemento extremal, pues no coincide con ninguno de los divisores
D., calculados en 3.6.5. La descomposicién de D en funcién de los elementos
extremales, segin la proposicion 3.6.6, es la siguiente

1 1
- _p
2D21 + 5 D1

(15) D=

De hecho, el vector de defectos de D indica que el transformado estricto
del divisor de Cartier que define un elemento genérico del ideal completo
asociado a D estd formado por dos ramas esencialmente distintas. Una de
ellas, £, contads con multiplicidad 2 y la otra, &, con multiplicidad 1.
Esto demuestra que no existe una correspondencia biunivoca entre los ideales
completos simples de I¢_ v las componentes irreducibles del lugar excepcional
de 7¢,,. =

Definamos ahora lo que entendemos por factorizacién y semifacto-
rizacién en Ef y en el semigrupo I* de los ideales completos m-primarios.
B primer concepto fue estudiado por Lipman en [Lil] y el segunde lo desa-
rrollaron Gohner y Cutkovsky en [G8], [Cul] y [Cu2].

3.7.4. Definicién Dada una constelacién C con origen en P, decimos
que en el semigrupo Eé’ hay factorizacién tnice si todo elemento de Eg se
expresa de forma tnica como suma de elementos irreducibles de E&" Decimos
que en el semigrupo I* de ideales completos m-primarios de R hay facto-
rizacién tnica si todo ideal completo m-primario de R se expresa de forma
tinica como producto de ideales completos simples. Puesto que, para toda
constelacién €' con origen en P, los semigrupos Ef, e I¢ son isomorfos, en I
hay factorizacién tinica si y sélo si hay factorizacion tnica en Eé’,, para toda
constelacién €’ con origen en P.
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Diremos que el semigrupo E} es semifactorial si cada divisor D € Ef
se puede expresar de forma tinica como D = 3 ¢; D;, donde los ¢; son niimeros
racionales positivos y los D; son elementos irreducibles de Eg' que satisfacen
la siguiente propiedad:

( ) SilD; = D'+ D" donde l € Ny D',D" € ET, entonces existen
enteros positivos lg,tx (k = 1,2) tales que 1 D; = t4 D' y LDy = 1, D",

Finalmente, decimos que el semigrupo Iy es semifactorial si lo es E¢
y, por paso al limite, decimos que el semigrupo I* de ideales completos
m-primarios de R es semifactorial si, para toda constelacién C' con origen
en P, el semigrupo E‘c", es semifactorial.

3.7.5. Ejemplo. Siguiendo el ejemplo 3.7.3, la igualdad (15) afirma
que

2D =Dy + Dy

donde D, Dyy y Dy son elementos irreducibles, luego no hay factorizacion
iinica en el semigrupo Eg’m. Observemos que en este caso, el cono Eé’m no es
regular ya que el determinante de la matriz (Ey.Eg)a,g €s —8.

3.7.6. Proposicidn. Sea C una constelacion con origen en P y sea
d¢ el determinante de la matriz de interseccién definida por C. Entonces, son
condiciones equivalentes:

(i) En el semigrupo Ef hay factorizacién iinica.

( i) E} es un cono regular.

(i) e =1.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre (i1) y (¢i1) estd demostrada en

3.6.6. Probemos ahora (¢) = (iz). Supongamos que hay factorizacién dnica
en Et, y sea D el conjunto de elementos irreducibles de Et. Entonces, de la
unicidad de la faciorizacion se sigue que los elementos de D son independientes
en ZZ, Ademsis, {D,} ca estd contenido en D, y por tanto, es igual a D.
Es decir, {D4}yea es una Z-base de E y el cono E* es regular.

Reciprocamente, supongamos que ET es un cono regular. Entonces
todo divisor de Et se expresa de forma 1inica como combinacién lineal de los
{D+}+ea con coeficientes enteros no negativos (proposicién 3.6.6). Por tanto,
los tinicos elementos irreducibles de E* son los {D~}+ea ¥ hay factorizacién
tnicaen E¥. =
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3.7.7. Teorema. Sea I* el semigrupo de ideales completos
m-primarios del anillo local R = Og p de la singularidad racional de superficie
(8, P). Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

( i) En el semigrupo I* hay factorizacién unica.
( i) Para toda constelacién C con origen en P (tal que S¢ es una super-

ficie no singular), el valor absoluto §¢ del determinante de cualquier matriz
de interseccion Ag ., definida por C es 1.

( iii)  Existe una constelacion C con origen en P (tal que la superficie Sc es
no singular) para Ia cual el valor absoluto 6¢ del determinante de cualquier
matriz de interseccién A¢,, definida por C es 1.

( iv)  8iCp es una constelacién minimal de (S, P), entonces el valor abso-
luto é¢,, del determinante de cualquier matriz de interseccion Ag,, « definida
porCp, es 1.

DEMOSTRACION: La proposicién 3.7.6 afirma que (7) y (é¢) son equiva-
lentes. También es claro que (i1) implica (ii7) y (iv). Para probar el reciproco,
bastard con demostrar que, si C y C' son constelaciones con origen en P tales
que S¢ y S¢r son superficies no singulares y C < ¢’ (es decir, existe un mor-
fismo pere @ S¢r — Se tal que mer = ¢ 0 eic), entonces el valor absoluto é¢
del determinante de una matriz de interseccién Ac,, definida por C coincide
con el valor absoluto 8¢+ del determinante de una matriz de interseccién At o
definida por C'. Esto prueba (¢ii) = (i) y (iv) = (i), ya que el conjunto
de constelaciones C para las cuales la superficie S¢ es no singular, junto con
el orden <, tiene elementos minimales (las constelaciones minimales).

Por tanto, considerermos C < C' dos constelaciones con origen en Py
sea ¢ : S¢¢ — S¢ un morfismo tal que ¢ = m¢ 0 p (donde las superficies S¢
y Ser son no singulares). Si {E}acac ¥ {EL}aca, son las componentes irre-
ducibles del lugar excepcional de m¢ y m¢r respectivamente, entonces existen
enumeraciones w y «' de A¢ y Ag respectivamente, tales que

* Tk Aew O
(16) row=emp=( e 9)

donde A¢,,, ¥ A¢r o son las matrices de interseccién de C y C! respecto a dichas
enumeraciones. Por tanto, é¢r = &¢ y el resultado queda probado. =

El resultado anterior fue probado por Lipman en [Lil], secciones 19
y 20 (de hecho, la condicién § = 1 es equivalente a que el grupo H definido
en [Lil] sea trivial). En 3.7.7 hemos dado una prueba alternativa basada en
el estudio del cono E}. De la misma forma, la semifactorialidad de I* se
sigue del hecho que cada cono E} es simplicial. Esta semifactorialidad fue
conjeturada por GShner y probada por Cutkovsky en [Cu2]. De nuestro pun-
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to de vista se sigue, no solo la semifactorialidad, sino la expresién de la des-
composicién de cada ideal completo m-primario en funcién de los ideales sim-
ples, como mostraremos a continuaciéon.

3.7.8. Lema. Dada una constelacién C con origen en P, los elementos
extremales {Dy}veca de E} son los tnicos elementos irreducibles de Ef que
satisfacen ().

DEMOSTRACION: En 3.7.2 hemos probado que los elementos extremales
{D,}yea de E} (definidos en 3.6.4) son irreducibles. Supongamos que
ID, =D'+ D" donde l € Ny D', D" € E*. El mismo argumento que
en 3.7.2 muestra que entonces D'.E, = D" . E, = 0 para todo a € A, luego
tanto D' como D" tienen que ser miltiplos de D., es decir, D' = D, y
D" =, D., donde I, y I; son enteros positivos.

Supongamos ahora que D € Et es otro elemento irreducible que satis-
face (*). Por la proposicién 3.6.6 existiran niimeros enteros no negativos [ y

{py}+ea tales que
ID =Y p,D,
¥

donde ! # 0 y alguno de los py es no nulo. Sea p, # 0, entonces, por la
propiedad (#), se tiene que I'D = tD, donde I’ y t son enteros positivos,
Por tanto, D ha de ser miltiplo de D, y, puesto que es irreducible, necesaria-
mente D=D,. m

3.7.9. Proposicién. Para toda constelacién C con origen en P, el
semigrupo Ef es semifactorial.

DEMOSTRACION: Es consecuencia de la proposicion 3.6.6, junto con el
lema anterior. =

3.7.10.  Corolario. El semigrupo I* de los ideales completos
m-primarios del anillo local R = Og p es semifactorial. Mas atin, dado un
ideal completo m-primario I y una constelacion C con origen en P tal que
I0g, es inversible, el ideal I se puede expresar formalmente de forma iunica
como
(17) I=JJ =

YEA
donde I, es el ideal simple correspondiente al divisor con soporte excepcional
Dyy
(D I 'E‘Y)
(%) “=(D,5y)
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3.7.11. Nota. Observermos que en la prueba de 3.6.6 no hemos uti-
lizado que (S, P) sea una singularidad racional de superficie. En 3.5.4 hemos
visto que, dado un germen de superficie normal (¥, Q) y una desingularizacion
p: X — Y, podemos definir los semigrupos E* y Ef. De hecho, se tiene
que E* es un semigrupo semifactorial. También es cierto que el semigrupo
E! es isomorfo al semigrupo I de ideales completos m-primarios I del anillo
local Oy g tal que IOx es inversible (siendo m el ideal maximal de Oy,q).
Sin embargo, en general Ef estd contenido estrictamente en E*, y por tanto,
no podemos concluir en este caso que I es semifactorial. De hecho, si el
cuerpo Oy.g/ ™ es algebraicamente cerrado de caracteristica cero, entonces
se sabe que que el semigrupo de ideales completos m-primarios de Oy,q es
semifactorial si y sélo si (Y, Q) es racional (ver [Cu2]).

3.7.12. Ejemplo. Siguiendo la notacion de 3.6.5, los divisores
D1, D4y, D3, D3 y Dy son los tnicos elementos extremales de Eé'm. Cualquier
otro divisor D de E&"m se puede expresar de forma tnica como

1 1 1 1
D = —(D.El).Dl - Z(D-E‘?I)D?l - Z(D.EQQ)DQQ - E(DE;;)D:; —- E(D.E4)D4

Tomemos coordenadas {z,y,z} de k® tales que el germen de superficie
(8, P) esté definido por z* + zy? + 2% = 0 en un entorno de P = (0,0,0) (ver
ejemplo 2.2.7). Entonces los ideales completos simples correspondientes a los
elementos extremales de E'c"m son

I =<2,y,2 >
Iy =< 2%, yz®, 22 (e? + i2),y(2® 4 i2),22° + 242z + Y >
Ly =< 2%, yx®, 2(2? — i2),y(2? — i2),22% — 2izz +y* > '
I =< z,2,4° >
I =< zz,y%, yz, 2%, 2%y >
donde hemos eclegido un sistema de generadores minimal para cada I,.

Cualquier otro ideal completo m-primario I tal que IQOg, sea inversible se
expresa de forma tinica como

T4 r921 yq922 493 7144
I—Il I21 122 I3 I4

donde ¢, = —(Dyr.Ey), g25 = —i(.DI.E-zJ') para j = 1,2, ¢35 = %(D[.Eg) y
gq = %(D[E4) |
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§8. Semigrupo asociado a puntos dobles racionales.

En esta seccidn, consideramos un punto doble racional (5, P) y una
constelacion C,, minimal para (S, P) y describimos el semigrupo Eé’m en este
caso. A partir de aqui, serd inmediato describir el semigrupo Eg para toda
constelacién C no necesariamente minimal,

En la seccidn 5 del capitulo 2 clasificamos los puntos dobles racionales
por el criterio de que dos puntos dobles racionales (S, P) y (9, P’) son equi-
valentes si y sodlo si los grafos duales Iy, y I', de las respectivas desingulariza-
ciones minimales coinciden, observando que esto implica que los respectivos
arboles con relaciones de proximidad 7.2 y T!P asociados a las desingulari-
zaciones minimales son iguales. En dicha seccidn hicimos una descripcién
del par (72,T',,) para cada tipo de puntos dobles racionales A, (n > 1),
Dn (n24), Eﬁ, E7 ¥ Eg.

Mas atn, del estudio efectuado en la seccidén 5 del capitulo 2 se deduce
que, dados dos puntos dobles racionales del mismo tipo (S, P}y (§', P'), exis-
ten constelaciones minimales C,,, y C}, con origen en P y P’ y enumeraciones
w y w' compatibles con C,, y C!, respectivamente, de manera que las matrices
de proximidad M, ., y Mc: .+ son iguales y las matrices de interseccién Ac,, .,
¥y Acr o también coinciden. Por tanto, los respectivos semigrupos de ideales
completos m-primarios que son inversibles tras la desingularizacién minimal
son isomorfos. De hecho, dichos semigrupos, vistos en la forma E7, | se corres-
ponden por un isomorfismo natural de IN" en el que E} se sumerge. En esta
seccion describiremos en cada caso dichas matrices asi como el semigrupo E}
asociado a una constelacién minimal. De esta forma quedarin descritos el
semigrupo K} de ctimulos de Cartier y el semigrupo I,, de ideales comple-
tos m-primarios asociados a una constelacién que define la desingularizacién
minimal de un punto doble racional.

Ahora bien, dada una constelacién C = {Py,--- , P,,} no minimal para
el punto doble racional (5, P), veamos cémo deseribir el semigrupo Ef una
vez conocido E},. En primer lugar, podemos suponer que, para m; < m,
los m; primeros puntos de € forman una constelacién minimal, es decir, que
Cm = {P1, -+ ,Pm,} es una constelacién minimal, Fija una enumeracién w
de A¢, w induce una enumeracién w,, de Ac_ y, en estas condiciones, la
matriz de proximidad M¢,, es de la forma

Me o L
MCLJZ( Cgm N)
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donde N es una matriz triangular superior de tamafio (m — ny) X (m — n1)
definida, como en 2.2.6, a partir de un ndmero finito de constelaciones con
origen en puntos no singulares, y I = (I,;) es una matriz ny x (m — m)
(siendo n; el cardinal de Ay, ) tal que, para vy € Ay y my <@ <m, lyi = 1
si P; € EY y ly; = 0 en otro caso. Por otro lado, es claro que la matriz de
interseccién (en funcién de la base EZ) esta dada por

—_ Acmwm 0
A“‘”"’( 0 —Id)

y de esta informacién se deducen los productos de interseccion Ey.Eg (ya que
(Ba.Eg)a,p = Mecw Acw M, ). Por tanto, podemos describir explicitamente
el semigrupo EJ a partir de E}, para toda constelacién C con origen en el
punto P de un punto doble racional {S,P).

3.8.1. Singularidades de tipo A, (n > 1).

Sca (8, P) una singularidad racional de superficie de tipo A, (n > 1)
y C,, una constelacién minimal de (S, P). Si n es par, sea n = 2[, C, esta
formada por { puntos Py, ..., P; con las relaciones de proximidad Piyy — F;
(1 <4 < 1—1)y de manera que la explosién en cada punto P; induce
dos componentes irreducibles del lugar excepcional de =¢,,. Por el contrario,
cuando nn = 2{—1, C,, estd formado por ! puntos P,... , P; con las relaciones
de proximidad Piy; — P; (1 <4 <1—1), delos cuales todos menos P; dan
lugar a dos componentes irreducibles del lugar excepcional y P induce una
sola componente irreducible. En ambos casos (tanto para n par como impar)
el lugar excepcional de 7¢,, estd formado por n componentes irreducibles.
En particular, de las relaciones de proximidad se deduce que hay una Gnica
constelacién Cy, con origen en P que define la desingularizacién minimal de
(S, P). También deducimos en ambos casos el arbol con relaciones de proxi-
midad T2, que estd descrito en fig. 3.6, donde denotamos también por P; el
vértice de T2 definido por el punto P;. El grafo dual I'y, esté representado
en fig. 3.7.

- P
- Py

El 1 Ez]_ E‘2,2 E 12
L P,

fig. 3.6. fig. 3.7.
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La matriz de proximidad estd definida por las igualdades

(n — 2 + 1)ET1 = (n — 2 + 1)E1‘1 -+ (n - 2ZA)E:+1,1 4 ;"‘.{.1,2
(n—2+1)Ej;=(n-2+1)Eq2 + Efviq+(n—20EL

para 1 < ¢ < [3], junto con Ej;, = Ey (i = 1,2) sin = 2l y
Ef ;; = Ei_1; + %E}" (: =1,2) y Ef = Eysin = 20— 1. La matriz de
interseccion A de C,, respecto a la enumeraciéon de A definida por el orden
lexicografico inducido en fig. 3.7 estd dada por

_n-=2 1

=-3 n—3
A= 1 . n=2
n—3 n—3

\ ) Ao/

donde, si n es par, Ag es la matriz (2 x 2) con -2 en la diagonal y 1 en el
resto y, si n es impar, Ag = —2. En cualquier caso, el valor absoluto del
determinante de A es 6, = n + 1, y por tanto, no hay factorizacién tinica
ni en E} ni en el semigrupo 1* de los ideales completos m-primarios de una
singularidad de tipo A,,. De hecho, con la misma notacién que en 3.6.5, los
elementos extremales del semigrupo E—CFm estan representados de la siguiente
forma

nt1
(i impar)
nt1 E;; i1
l T (i par)
B TZ Eij
para n par para n impar

fig. 3.8.
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3.8.2. Singularidades de tipo D, (n > 4).

Sea (S, P) una singularidad racional de tipo D, (n > 4) y Cy, una
constelacién que define la desingularizacién minimal de (S, P). Si n es par,
C,. consta de n puntos, cada uno de los cuales induce una tinica componente
irreducible del lugar excepcional de w¢,, (0 equivalentemente, una valoracién
divisorial). Si n es impar, entonces C;, esta formada por n — 1 puntos y
podemos suponer que Cy, = {P1,... , Py1}, donde todos-los puntos excepto
P,,_3 inducen una valoracién divisorial y P,,_3 da lugar a dos valoraciones
divisoriales (de hecho no hay una tnica constelacién definida por la desingu-
larizacién minimal, sino que podemos dar diferentes érdenes a los puntos de
Cm en el sentido de 2.1.2, obteniendo constelaciones equivalentes). El arbol
con relaciones de proximidad T2 estd dado por

Pn-—-Z P, Pn.—l Pn—l

n par n impar
P fig. 3.9. P

donde, para simplificar la notacién, llamamos Py en lugar de P; al punto
singular P de (S, P). El grafo dual I'y, es de la forma siguiente

/En /En—3,1
Es E Es En_q E\ Es Ey Ey E,_5 By
En—2 En—3,2
n par n impar

fig. 3.10.

(recordemos que Fy = E;). La matriz de proximidad sélo depende de la cons-
telacién Cy, (no de la enumeracién de Ac,,) y estd definida por las relaciones
siguientes

2E{ = 2E; + 2E},, + E{ {3 + E, 5  para: par 0<i<n-5
E! = E; para i impar 3<i<n-2
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juntocon 2E}_, =2F, 4+E} ,+E: +E; y Ef =E;para n—-2<i¢<n
cuando n es par y, cuando n es impar,

2B, s =2E, s+ Eq 51+ Eq 3+ Eq 5+ E;
2B, 35 =2Bn-3j+ By, for j=1,2
Enoy1=Ey

Por tanto, la matriz de interseccién A s6lo depende de la constelacion Cp,.
Si n es par, A es la (n X n)-matriz diagonal formada por -1/2, -1/2, -2,
-1/2, -2, ..., -2, -1/2, -2, Ay, -2, -2, en la diagonal, siendo Ay = —2 ¥,
si n es impar, la matriz A se obtiene de la anterior reemplazando Ay por la
matriz (2 x 2) formada por -3/2 en la diagonal y 1/2 en el resto. En ambos
casos, el valor absoluto del determinante de A es é,, = 4, y por tanto, no hay
factorizacion unica. Siguiendo la notacién anterior, los elementos extremales
de E* estdn representados mediante

(i par)

(i impar)

/N\/\

junto con E;

JAVAN
JAVAY

para 1 par para n impar
fig. 3.11.

3.8.3. Singularidades de tipo Eg.

Sea (S, P) una singularidad de tipo E¢. Entonces la desingularizacién
minimal de (S, P) define una tnica constelacién Cyy, (es decir, no hay ninguna
constelacion con origen en P equivalente a C,, en el sentido de 2.1.2 y distinta
de C;,). Dicha constelacién estd formada por cuatro puntos Py, P, P3, Py.
Los puntos P; y Py dan lugar a una sola valoracién divisorial mientras que,
tanto Py como P; inducen dos. Asi pues, el lugar excepcional de w¢,, tiene
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6 componentes irreducibles. El 4rbol con relaciones de proximidad 7% esta
representado en fig. 3.12 y el grafo dual Ty, en fig. 3.13.

7’ P4 El
/
[ ) P ' N " i
\\ P, Ey FEan By Ezp By
AN Pl

fig. 3.12. fig. 3.13.

La matriz de proximidad queda definida por las siguientes igualdades

2B} = 2E, + E3 + By + Egy + B3y + Ef

4E3, = 4Eyn +3E3, + E3,

4E;2 = 4Eq; + Eékl + 3E3,

2} = 2Es; 1 E} j=1,2
E;=E,

y la matriz de interseccién de C,, respecto a la enumeracién de A definida por
el orden lexicogréfico dado en fig. 3.13 es

cuyo determinante es §,, = 3. Por tanto, no hay factorizacién tinica tampoco
en este caso. De hecho, los elementos extremales del semigrupo E}, estdn
representedados de la siguiente forma

i

fig. 3.14.
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3.8.4. Singularidades de tipo E-.

Sea (S, P) una singularidad racional de tipo E y Cy, una constelacion
que define la desingularizacién minimal de (S, P) (hay varias posibles eleccio-
nes equivalentes de Cp,). La constelaciéon C,, consta de siete puntos, cada uno
de los cuales induce una tinica valoracion divisorial. Podemos suponer que
Cn = {P1,... ,P:} y que el 4rbol con relaciones de proximidad 7% esta repre-
sentado en fig. 3.15 donde, al igual que en los ejemplos anteriores, denotamos
también por P; el vértice de T2 definido por el punto P; de Cn,. Por otro
lado, el grafo dual T',, de la desingularizacién minimal tiene siete vértices y
estd representado en fig. 3.16.

Eg

El E",' E4 ES E2 E3
fig. 3.16.

Las igualdades que definen la matriz de proximidad son

2F} = 2E, +2E5 +2E; + E;

2E; =2E, + Ej +2E] + E¢

2FE; =2E, + E! + E} + E}
E! = E; : =3,5,6,7

¥ la matriz de interseccidon A (que sdlo depende de la constelacién Cp,, pues
hay una tinica posible enumeracién de las componentes irreducibles del lugar
excepcional de m¢, compatible con Cy,) es una matriz diagonal (7 x 7) formada
por -1/2, -1/2, -2, -1/2, -2, -2, y -2 en la diagonal. Por lo tanto, su deter-
minante es -2, 8y, = 2, y no hay factorizacién tnica ni en E}, ni en el semi-
grupo I* de los ideales completos m-primarios de una singularidad de tipo Eg.
Los elementos extremales de E} estdn representados mediante

n pe L @=59

fig. 3.17.
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3.8.5. Singularidad de tipo Es.

Sea (5, P) una singularidad racional de tipo Eg y Cy, una constelacion
minimal de (S, P). Al igual que ocurria en 3.8.4 con las singularidades de
tipo E7, hay varias posibles elecciones equivalentes de la constelaciéon Cp, en
el sentido de 2.1.2. Cualquiera que sea la eleccién de C,,, esta constelacion
est4 formada por ocho puntos, cada uno de los cuales da lugar a una sola com-
ponente irreducible del lugar excepcional de ¢, , es decir, el lugar excepcional
de la desingularizacién minimal de (S, P) estd formada por ocho componentes
irreducibles. Asi pues, tanto el 4rbol con relaciones de proximidad 7.2 como el
grafo dual T',,, contienen ocho vértices, y estin representados respectivamente
por

= E7
, - %2
£.x l‘ h L’ &' t ~

EZ ES ES EG E3 E4 E].

fig. 3.18. fig. 3.19.
En este caso, la matriz de proximidad est4 definida por las siguientes relaciones
2E; =2Fy +2E; + 2E7 + E}
2E; =2FE, +2E; + 2E; + F§
2B =2FE; + E} + 2Ef + Eg
2Ey = 2Es + E§ + ET + Ej

E! = E; :=4,6,7,8
La matriz de interseccién sélo depende de la constelacion C,y,, ya que hay una
tinica posibilidad de dar una enumeracién en A¢,_ . Sea Cp = {Pi,..., Ps}

una constelacién minimal de (S, P) tal que las relaciones de proximidad de
Cwm estén definidas en fig. 3.18, donde el vértice denotado por F; corres-
ponde al punto P;. Entonces la matriz de interseccién A = A¢,, definida
por Cp es una matriz diagonal de tamafio 8 x 8 formada por -1/2, -1/2,
-1/2,-2,-1/2,-2, -2y -2 en la diagonal. Su determinante es 1, es decir,
6m = 1, y por tanto, hay factorizacién tnica no sélo en el semigrupo EJ,
sino en el semigrupo I* de ideales completos m-primarios de una singularidad
de tipo Eg (teorema 3.7.7). Asi pues, los elementos extremales de E}, son
exactamente los elementos irreducibles, y cada D; (1 €1 < 8) esta represen-
tado en el grafo dual por una flecha con origen en el vértice correspondiente
a E; y con peso 1 (o equivalentemente sin peso).
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§9. Cuando hay factorizacién en el semigrupo de los ideales
completos.

Del estudio anterior de los puntos dobles racionales se deduce que, si
(S, P) es una singularidad racional de superficie de multiplicidad dos para
la cual hay factorizacién tnica en el semigrupo I* de los ideales completos
m-primarios, entonces (5, P) es una singularidad de tipo Eg. En esta seccién
veremos que, dada una singularidad racional de superficie (S, P), en el semi-
grupo I* de ideales completos m-primarios asociado a (S, P) hay factorizacién
unica si y solo si (S, P) es de tipo E; o bien es no singular.

Comenzaremos reproduciendo el resultado que indica que la factoria-
lidad de I* implica que la multiplicidad de (S, P) es menor o igual a dos.

3.9.1. Lema. ([Lil}, lemma 22.1) Sea (S,P) una singularidad
racional de superficie y 7y, : X — S la desingularizacién minimal de (S, P).
Sean {E,} en,, las componentes irreducibles del lugar excepcional de 7, y
D= vaE'y un divisor con soporte excepcional. Entonces existe o € A, tal
que

(19) (D—Eo).Eq <1

DEMOSTRACION: En primer lugar, consideremos la funcién
H(D')=D'.D' +2X (Op)

definida en el grupo de divisores D’ con soporte excepcional. Pﬁesto que

Dy.D; = X(Op,4p,) — X(Op,) — X (Op,) (ver igualdad (2) en 1.1.5),

se tiene que la funcién H es aditiva.

Razonando ahora por reduccidn al absurdo, supongamos que
(D — Ey).E, > 2 para todo v € A,,. Entonces

D.D = En‘Y(D'E‘T) 2 vaH(Ev) =H(D)

es decir, D.D > D.D + 2X(Op) y por tanto h°(X,0p) = X(Op) < 0,
llegando a una contradiccién. =
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3.9.2. Proposicidn. ([Lil], proposicicn 22.5) Sea (5, P) una singu-
laridad racional de superficie de multiplicidad m y sea I* el semigrupo de
ideales completos m-primarios de (S, P). Si en I* hay factorizacion inica,
entonces m < 2.

DEMOSTRACION: Sea C,, una constelacién que define la desingula-
rizacién minimal de (S, P). Entonces el teorema 3.7.7 afirma que la facto-
rialidad de I* es equivalente a la existencia de divisores {Dq}.ea,, de E&"m
tales que Dy.Ey =0sia # vy Dy.E, = —1 para a,7 € Ap. Fijemos uno
de tales divisores D.. Por el lema anterior, existird o € A, tal que

-1 si aFy

E,Ey> D E,—1= { .
-2 s a=79

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que m > 3. Entonces
Ey.Ey < —2 (corolario 1.6.3) y ha de ser a = v y E,.E, = —2. Como esto
es cierto para todo v € A,,, el corolario 1.6.3 afirma que m = 2, en contra de
nuestra hipdtesis. m

3.9.3. Corolario. ([Lil], seccién 25) Sea (S, P) una singularidad
racional de superficie y sea I* el semigrupo de ideales completos m-primarios
de (S, P). Entonces en I* hay factorizacidn unica si y sélo si (S, P) es no
singular o bien es una singularidad racional de tipo Bg.

DEMOSTRACION: Si (S,P) es no singular entonces, para toda cons-
telacién C con origen en P, la matriz de interseccidn A¢ es —Id (proposicién
2.4.2}, y por tanto, inversible como matriz de nimeros enteros. Asi pues,
para toda constelacién C con origen en P, hay factorizacién unica en el semi-
grupo E}, luego también hay factorizacién tnica en el semigrupo I* de ideales
completos m-primarios. .

Ademas, en la seccidn 8 hemos mostrado que, si (S, P) es una singulari-
dad racional de superficie de multiplicidad dos para la cual hay factorizacién
unica en I*, entonces (5, P) ha de ser de tipo Eg. Teniendo esto en cuenta,
el resultado es consecuencia de la proposicion anterior. m
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Capitulo 4

Algunas consecuencias.

En el capitulo anterior probamos la equivalencia entre los ideales com-
pletos m-primarios del anillo local R de una singularidad racional de superficie
(S, P) y los cimulos de Cartier con soporte en constelaciones de puntos in-
finitamente préximos a P. De hecho, para cada constelacién C con origen en
P, los semigrupos I¢, K} y E} son isomorfos. En este capitulo, utilizamos
este hecho para obtener algunas consecuencias.

Como primera aplicacion, en la parte I damos una férmula que calcula
la longitud del R-médulo R/I, siendo I un ideal completo m-primario de R.
Dicha férmula es una generalizacién en el caso en que R es el anillo local de
una superficie con singularidades racionales de la formula de Hoskin y Deligne
([Ho}, teorema 5.1; [Del, teorema 2.13), vilida cuando R es el anillo local de
una superficie no singular. Como consecuencia, en la seccién 3 calculamos
el nimero de elementos de cualquier sisterna minimal de generadores de un
ideal completo m-primario. Es importante notar que, como sucede en el caso
no singular, el nimero minimo de generadores de un ideal completo depende
sOlo de los 6rdenes en el origen del cimulo. Ademas, en la seccién 4 damos
un algoritmo que permite encontrar un sistema minimal de generadores de un
ideal completo m-primario. De hecho, el algoritmo depende de la singularidad
racional de superficie (S, P). Parte de un ciunuloo K con origen en P y
calcula una sucesion {K;}7_, de cimulos de Cartier tales que Ix, = Ix ¥,
para 0 <t <r, Ik, Clk, ¥y Ik, /Ix,,,) = 1. Una vez dada esta sucesién
de cdmulos de Cartier, si para cada ¢t tomamos h; € Ix, — Ik,,,, entonces
{h, :;(} es un sistema minimal de generadores de I'y. Este resultado es una
generalizacion del algoritmo expuesto por Casas en [Cs2] para el caso no
singular.
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La parte II la dedicamos a estudiar la relacién entre el grafo dual
ponderado, la forma de interseccién, el semigrupo de ideales completos y la
matriz de proximidad de una singularidad racional de superficie. Diremos
que dos singularidades racionales de superficie son del mismo tipo si y sélo
si los respectivos grafos duales ponderados de las desingularizaciones mini-
males coinciden. En la seccién 5 expresaremos este criterio de equivalencia en
funcién de la forma de interseccién definida en el grupo de ciclos excepcionales
de la desingularizacién minimal y, en la seccién 6, en funcién del semigrupo E;f,
asociado a cada singularidad, o mas concretamente, en funcién del cono simpli-
cial de ZZ" definido por E}. Como consecuencia de esta dltima caracterizacion
obtenemos que, si dos singularidades racionales de superficie son del mismo
tipo, entonces los respectivos semigrupos de ideales completos m-primarios
asociados son isomorfos. Finalmente, en la seccién 7 establecemos la equiva-
lencia entre el tipo de una singularidad racional de superficie y las matrices
de proximidad y de interseccién asociadas a su desingularizacién minimal.

En la parte III estudiamos los gérmenes de curvas reducidas inmersos
en una singularidad racional de superficie (S, P). A cada germen de curva
reducida C inmerso en (S, P) le asociamos un sistema de invariantes I'(C') que
depende de la inmersién en (5, P) y probamos que I'(C') determina la clase de
equirresolucién de C. Sin embargo, mostramos que el reciproco no es cierto.

I. Colongitud y sistemas de generadores de un ideal completo.

§1. Colongitud de un ideal completo.

Sea (S, P) una singularidad racional de superficie sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado k. Sea R el anillo local de S en P y m el ideal maximal
de R. Dado un R-médulo M, denotaremos por £(M) (o bien £r(M)) la longi-
tud de M como R-médulo. Dado un ideal I de R, la colongitud de I es £(R/I).
En esta seccién damos férmulas que calcula la colongitud de un ideal completo
I en funcién del camulo asociado y en funcién del correspondiente divisor con
soporte excepcional.

4.1.1. Lema. Sea M un R-mdédulo tal que mM = 0, es decir, tal
que la operacién R x M — M induce una operacién R/m x M — M que
dota a M de estructura de k-espacio vectorial via el isomorfismo de cuerpos
k = R/m. Entonces se tiene

YM) = dim (M)
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DEMOSTRACION: Por la estructura de M, dado un subconjunto N de M,
N es R-submédulo de M si y sdlo si N es k-subespacio vectorial de M.
Asi pues, se tiene que {r(M) = £, (M) (donde por £x(M) entendemos la
longitud de M como k-espacio vectorial) y es igual a dimz(M). =

4.1,2, Lema, Sea I un ideal completo m-primario de R. La inclusién
k C R define en R/I una estructura de k-espacio vectorial y se tiene
(1) LR/I)=din(R/I)
DEMOSTRACION: Si I es el ideal maximal m, el resultado es consecuencia

del lema anterior y se tiene que £(R/m) = dim(R/m) = 1. Si I = m", donde
r es un entero positivo, entonces, aplicando sucesivamente el lema 4.1.1 a
wmi/mi*l y teniendo en cuenta la aditividad. de £ y de dimg, se deduce el
resultado para R/m", obteniendo en particular que R/m” es un R-médulo de
longitud finita.

Sea I un ideal completo m-primario contenido propiamente en m y sea,
r el entero positivo tal que m™ C I y m™ ! no est4 contenido en I. El morfismo
sobreyectivo de R-mddulos R/m" — R/I asegura que R/I es de longitud
finita. Consideremos ahora el R-médulo M = I; /I, donde I, = I + m" 1 es
un ideal que contiene propiamente a I. Es claro que M satisface las hipdtesis
del lema 4.1.1, y por tanto, £(I,/I) = dim(I; /I). Aplicando este argumento
un namero finito de veces, puesto que R/I es de longitud finita, se concluye
la prueba. m

4.1.3. Proposicidn. Sea C una constelacion con origen en P. Sea I
un ideal completo m-primario tal que IQg, es inversible y sea D € E&" el
divisor con soporte excepcional asociado a I. Entonces

(2) ¢(R/I) = k° (S¢,Op) = X(Op)

DEMOSTRACION: Supongamos que S es afin, es decir, § = Spec R, y sea
7 S¢ —>» S la desingularizacién inducida por C. Consideremos la sucesién
exacta

(3) 0= Os.(=D) = Os;, > Op — 0

Por ser w¢ propio y S un esquema afin, tenemos que I'(S¢,0s,) = Ry
I'(S¢,Os.(—D)) = I (proposicién 2.7.3), y por tanto, (3) induce la siguiente
sucesion exacta larga
(4) 0—I— R—T(S¢,0p) — H'(S¢,0s,(~D)) —

— HI(SC, O.Sc) — Hl (SC: OD) — H2 (SCJ OSC(_D))
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El objetivo es probar que H'(S¢, Os.(—D)) = 0y que H*(Se¢, Os.(—D)) = 0,
pues de esta forma, I'(S¢,Op) E R/I y

X(OD) = hU(Sc,OD) = dimk(R/I) = E(R/I)

El haz Og,(—D) estd generado por sus secciones globales, y por tanto,
existird una sucesién exacta de Og,-médulos

(5) 0—L— 0F — 0s.(-D)—0

donde el haz £ C Ofgv.c es coherente. Ahora bien, en la demostraciéon
de 1.10.1 vimos que, con estas hipétesis, se tiene que HZ%(S¢,L) = 0.
Puesto que H(S¢,0s.) = 0, ya que (S, P) es racional, se concluye que
H!'(S¢,05.,(—D)) = 0. Por dltimo, H?(S¢,Os.(—D)) = 0 también se
deduce de que Og,(—D) es un Qg,-mébdulo casicoherente contenido en Og,
y el morfismo 7¢ es dominante (demostracién de 1.10.1). m

4.1.4. Teorema. Sea I un ideal completo m-primario de R. Tomemos
una constelacién C con origen en P tal que IOg, sea un haz inversible y sean
K = (C,r) el cimulo con soporte en C y D € E} el divisor con soporte
excepcional asociados a I. Entonces, si Kg, es un divisor candnico de S, se

tiene
1 14 tas—1 1
(6) £(R/I)= _ED-(D + Ks.) = —EH Ap+eM—(1+ §(ET-E1))7

donde M y A son las matrices de proximidad e interseccion definidas por
alguna enumeracion de Ac.

DEMOSTRACION: La primera igualdad de (6) es consecuencia de la
férmula de adjuncién (igualdad (6) en 1.1.8), teniendo en cuenta que
£(R/T) = X(Op) = 1 — p,(D). Ahora bien, si D = } b, E,, entonces
v=M'by D.D=038(Es.Eg)apb=1r'A y Por tltimo, aplicando de nuevo
la. férmula del género a cada E., puesto que p.(Ey) = 0 (proposicién 1.3.3),
se tiene que E,.Kgs, = —2 — (E,.E,), y por tanto

1 1 _ 1
—5DKs. = z by (14 ‘2'(E7E7)) =y M7 (1+ §(E1-E7))7
v

con lo que queda probado (6). m
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4.1.5. Nota. Obsérvese que se obtiene también la siguiente formula
para £(R/I) en funcién de los coeficientes b., del divisor D

1 1
O(R/T) = =5 8(BaEg)yy b + B (14 5(Ey.Ey)),

4.1.6. Corolario. ([Ho/, teorema 5.1; [De], teorema 2.13) Sea (S, P)
un germen de superficie no singular y sea I un ideal completo m-primario del
anillo local R = Og p. 5i C es una constelacion con origen en P tal que 105,
es inversible y K = (C, {v;}1,) es el cidmulo con soporte en € asociado a I,
entonces

(7) E(R[T) = Z(V + ;)

z'-'l

DEMOSTRACION: En primer lugar, en este caso A = —Id, y por tanto, el
primer término del miembro de la derecha de (6) es 1 3, »?. Por otro lado,
por 2.2.6 se tiene que

E.E;=(E}E})+ Y _ (E;.E})= Z 1
P;—P; P;—P;
Asi pues, 2 + (Ei.E;) = 1 -3, ;1 es la suma de los elementos de la fila
t-ésima de M, es decir, si 1 es el vector columna cuyos elementos son todos 1,
entonces (2+( E;. E;)); = Ml. Por tanto, el segundo término del miembro de la
derecha de (6) es 2'1 = 13", v, con lo que se concluye la igualdad (7). =

4.1.7. Teorema. Sea (S, P) un punto doble racional y sea Cp, la
constelacidn con origen en P que define la desingularizacién minimal de (S, P).
Consideremos un ideal completo m-primario I de R = Og p tal que IOs,  es
inversible y sea K = (Cp,, 1) el ciimulo con soporte Cy, asociado a I. Entonces

(8) L(R/T) = —3u'A v

donde A es una matriz de interseccion definida por C,.

DEMOSTRACION: Basta con tener en cuenta que E.,.E, = —2 para todo «
(corolario 1.6.3) y sustituir en la igualdad (6) del teorema 4.1.4 m
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§2. Polinomio de Hilbert-Samuel de un ideal completo.

En esta seccidén obtenemos algunas consecuencias del teorema 4.1.4.
En primer lugar, dados dos ideales completos m-primarios I y J de R, estudia-
mos la diferencia entre la colongitud de IJ y la suma de las colongitudes de I
y de J. Aplicando esto, calculamos la colongitud de I" para todo r > 0 y en
particular, deducimos la expresidén conocida del polinomio de Hilbert-Samuel
de (S, P) en funcién del ciclo fundamental Z de cualquier desingularizacién
de (S, P).

Comencemos definiendo como en [Li2] el producto de interseccion
(I,J) de dos ideales completos m-primarios I, J de R y calculando la colon-
gitud de IJ en funcién de la colongitud de I, la colongitud de J y el producto
de interseccién (I, J).

4.2.1. Definicién. Sean I y J dos ideales completos m-primarios de R
y consideremos los divisores de Cartier C y C' definidos por elementos
genéricos de I y J respectivamente. El producto de interseccién C.C' es
un 0-ciclo médulo equivalencia racional en el grupo Ao¢(]C| N |C’|) de clases
de equivalencia racional de 0-ciclos en |C|N}C'|. A continuacién veremos que
el grado deg(C.C") de este 0-ciclo es un entero que no depende de los elemen-
tos genéricos de I y de J elegidos. Llamaremos a dicho entero producto de
interseccidn de I y J, y lo denotaremos por (I, .J).

4.2,2, Lema. Sea C una constelacién con origen en P y sean I y J
dos ideales completos m-primarios de R tales que tanto IOg, como JOg,
son inversibles. Consideremos los ctimulos Ky = (C,u) y Ky = (C,¢') y los
divisores Dr = ) byEy y Dy = Y b E; de E} correspondientes a I y J
respectivamente. Entonces se tiene

(9) (I,J)=—-v'A v = -D;.Dy
donde A es una matriz de interseccion definida por C.

DEMOSTRACION: Sean C y C' los divisores de Cartier definidos por ele-
mentos genéricos de I y J respectivamente. Podemos suponer que estan
definidos por elementos generales, es decir, C* = C + Dy y C'" = C +D;
(ver nota 3.4.4). Mas atn, podemos suponer que C.C' = 0. De esta forma,
se tiene que

C.C'=C*C =Dr(C*—Dy)=-Dr.D;

Ademas,
—-D;.D;= _bt(Ea-Eﬂ)a,ﬁE = '_ZtAE,

con lo que se concluye la prueba. =
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4,2.3. Proposicién. Sean I y J dos ideales completos m-primarios
de R, entonces

(10) C(R/IT) = ¢(R/I)+ £(R/T) + (I,J)

DEMOSTRACION: Tomemos una constelacion C con origen en P tal que
IOg, y JOs, sean haces inversibles y sean Dy y D los divisores de Ef
asociados a I y J respectivamente. Entonces IJ es un ideal completo
m-primario, IJOg, es inversible y Dy 4 D es el divisor de Eé’ asociado a IJ.
Aplicando ahora el teorema 4.1.4 y teniendo en cuenta que (I, JJ) = —=D;.D;
se concluye (10). =

4.2.4. Corolario, Sea I un ideal completo m-primario de R, entonces,
para todo r > 0, se tiene

(11) e(R/ry = re(r/n + 7= (0,
(12) LI/ Iy = (R/I) +r (I,1)
DEMOSTRACION: La primera igualdad se obtiene aplicando r —1 veces la

identidad (10). La ignaldad (12) es consecuencia de (11), teniendo en cuenta
que £ (I"/I™) = £ (R/I™) —¢(R/I"). m

4.2.5. Proposicidn. Sea I un ideal completo m-primario de R.
Tomemos una constelacion C con origen en P tal que IQOg, sea un haz
inversible y sean K = (C,v) el ciimulo con soporte en C asociado a I y
D € Ef} el correspondiente divisor con soporte excepcional. Entonces, para
todo r > 0, se tiene

(13) L(R/ITY = _g(p.p) - %D.KSC -

TZ

1
=-3 ViAy +ry M1+ "2"(E'V'E*r))7

donde Kg, es un divisor candnico de S¢. En particular, dada una constelacidn
C con origen en P, si Z es el ciclo fundamental de la desingularizacién ¢,
entonces el polinomio de Hilbert-Samuel de la singularidad racional de super-

ficie (S, P) es

(14) p(z) = ~3(Z2)a" —a) + =

¥ por tanto, la multiplicidad de (S, P) es —Z.Z.
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DEMOSTRACION: La igualdad (13) se obtiene a partir de (11) susti-
tuyendo 4(R/I) e (I,I) por las expresiones (6} y (9) respectivamente.
Por otro lado, el corolario 3.5.3 afirma que el ciclo fundamental Z es el divi-
sor de E;':' asociado al ideal maximal m. Puesto que el genéro de Z es cero
(proposicién 1.4.3), al sustituir Z por D en (13), obtenemos la expresién del
polinomio de Hilbert-Samuel de (S, P) (ver 1.6.2). =

4,2.6. Nota. Recordemos que, dada una singularidad racional de
superficie (S, P) de multiplicidad m > 2, si {Ey},ea,, son las componentes
irreducibles del lugar excepcional de la desingularizacién minimal y Z es
el ciclo fundamental de dicha desingularizacién, entonces, de las igualdades
m = —Z.Z2yp.(Z) = 0, se deduce que —m < E;.E; < —2 (ver coro-
lario 1.6.3). En particular, si (S, P) es un punto doble racional, entonces
E..E, = —2 para todo 7 € A,.

Recordemos también que una singularidad racional de superficie (S, P)
de multiplicidad m se puede sumergir en un germen de variedad lisa de dimen-
sién m + 1, ya que en este caso dim{m/m?) = m + 1 (ver corolario 1.6.4).

$3. Cardinal de un sistema minimal de generadores de un ideal
completo.

A continuacién caleculamos el minimo ndmero de generadores u(I) de
un ideal completo m-primario I de R. De hecho, si C es una constelaciéon con
origen en P tal que IQg, es inversible, Z es el ciclo fundamental del morfismo
ey D € E&" es el divisor con soporte excepcional asociado a I, entonces
u(I) = —D.Z + 1. En particular, y como sucede en el caso no singular,
#(I) depende sélo de los érdenes en el origen del cimulo asociado a I.

4.3.1, Teorema. Sea I un ideal completo m-primario de R, C una
constelacién con origen en P tal que IQg, es inversible, Z el ciclo fundamental
del morfismo n¢ y D € E} el divisor con soporte excepcional asociado a I.
Entonces el minimo nimero de generadores y(I) de I viene dado por

(15) w(I) =£(I/ml)=—D.Z +1

DEMOSTRACION: Por el lema de Nakayama se tiene que, dados
Ty, ...,%, elementos de I, {zy,...,%,} es un sistema minimal de gene-
radores de I si y sélo si {Z1, ... ,Tr} es una base del k-espacio vectorial I/mI,
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y por tanto, u(I) = £(I/mI). Aplicando ahora el teorema 4.1.4 a los ideales
completos I y mI, se deduce que

(16) () = £(I/mI) = £(R/wI) — L(R/T) = —D.Z — %z.(z + Ks,)

donde K, es un divisor canénico de S¢ y, puesto que p,(Z) = 0, se tiene que
Z.(Z + Ks.) = —2, con lo que queda probada la igualdad (15). =

4.3.2. Proposicién. Sea K = (C,v) un cimulo de Cartier con origen
en el punto P de la singularidad racional de superficie (S, P) y sea Z el ciclo
fundamental del morfismo w¢. Entonces, manteniendo la notacién del capitulo
2, Z = 3, p1:Ef; donde los py; son enteros positivos y el minimo mimero de
generadores del ideal Iy estd dado por

(17) p(I) =1+ Y v pr; (B3 ES)

ij

DEMOSTRACION: El hecho de que Z = 3} p3; BY; es consecuencia de que
Z es el divisor de Eg correspondiente al ideal maximal de R, junto con la
definicién de los p1; (igualdad (16) en la seccién 4 del capitulo 2). La expresién
de p(Ix) en funcidn de los vy; y py; se sigue de 4.3.1. =

4.3.3 Corolario. ([Li2], corolario 3.2) Sea (S,P) un germen de
superficie no singular y sea I un ideal completo m-primario de R = Ogp.
Si vy es la multiplicidad de I en P, entonces todo sistema minimal de gene-
radores estd formado por 1y + 1 elementos.

DEMOSTRACION: En este caso, Z = E} y por tanto —D.Z =v;. =

4.3.4. Corolario. Sea (S,P} un punto doble racional. Sea K = (C,y)
un ciimulo de Cartier con origen en P e Ik el ideal completo definido por K.
Entonces el minimo nimero de generadores de Iy viene dado por

pIg) =111+ 12 + 1 si (S, P) es de tipo A, (n > 2)

p(I) =201 4+ 1 si (S, P) es de tipo A,
pIg) =1 +1 si (S, P) es de tipo D, {(n > 4), Eg, E; 0E4
DEMOSTRACION: St (S, P) es de tipo A, (n > 2) el cimulo K ha de

tener como pesos en el origen un par (v, v12), ya que la explosién del punto
P da lugar a dos componentes irreducibles del lugar excepcional (ver 3.8.1).
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Ademés, también se sigue de 3.8.1 que el ciclo fundamental del mor-
fismo mc es Z = EY + Ef, vy que E}y.E}, = E},.Ef, = —n/(n-1)y
Ef.EY, = 1/(n —1). Con esta informaci6n, aplicando la igualdad (17) se
deduce que u(Ix) = v11 + v12 + 1. Andlogamente, si (S, P) es de tipo Ay, el
ctimulo K tiene un solo peso vy en el origen y Z = Ef, donde Ef{.Ef = -2,
con lo que se tiene que p(Ix) =211 + 1.

En los casos D, (n > 4), Eg, By y Eg se sigue de 3.8.2, 3.8.3,3.8.4 y
3.8.5 que el cimulo K tiene un solo peso vy en el origen y que Z = 2E7
donde E}.Ef = —1/2. Por tanto, aplicando la igualdad (17) se obtiene
{Ix) =11 + 1y se concluye la prueba. =

4.3.5. Ejemplo. En el ejemplo 3.7.12 consideramos la singulari-
dad racional de superficie Dy y la constelacién minimal C,, y describimos
explicitamente sistemas minimales de generadores de los ideales completos
simples correspondientes a los elementos extremales Dy, Dai, Dag, D3, Dy
de E+ . Por otra parte, de 3.6.5 se sigue que los pesos v; en el origen de
los respectlvos ctimulos asociados a los anteriores divisores son 2, 4, 4, 2, 4
respectivamente, Por tanto, el corolario 4.3.4 afirma que (L) = u(l3) =3y
p(Ip1) = p(Iaz) = p(I4) = 5, como podemos comprobar en 3.7.12. =

§4. Un algoritmo para calcular un sistema minimal de generadores.

En la proposicién 3.4.1 vimos que, para cada cimulo K = (C,y) con
origen en P, existe un tinico cimulo de Cartier K con soporte en C tal que el
ideal I coincide con I3 Para construir K apartir de K necesitdbamos cono-
cer los enteros {v.(1, K)} yeA,» con lo que el cdlculo explicito de K se dificulta.
En esta seccién damos un algoritmo para calcular K a partir de K, que

resulta ser una generalizacién para singularidades racionales de superficie del
principio de descarga ([EC), libro IV, capitulo II, seccién 17; [Cs1], seccion 4).

Aplicando el algoritmo anterior, mostramos un nuevo algoritmo que,
dado un ctimulo K con origen en P, describe un sistema minimal de gene-
radores del ideal completo Ix. Este resultado es una generalizacion del algo-
ritmo expuesto por Casas en [Cs2] para el caso no singular.
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4.4.1. Proposicién. Sea C una constelacion con origen en el punto P
de la singularidad racional de superficie (S, P). Sean {E.} ., las compo-
nentes irreducibles del lugar excepcional de ¢ y D = > b, E., un divisor
Q-Cartier de S¢ (es decir, by, € Q para todo +). Entonces, entre todos los
divisores D' de E} tales que D' > D, existe uno minimo D. Ademds,
podemos calcular explicitamente D definiendo divisores {D,};_, tales que
D<Dy<Dy<-- <D, =D delasiguiente manera:

( i) D, = 3} b\ E, donde b, es el menor entero tal que b} > b,.
( ii) Si D, € E}, entonces r =t y D = D,. En otro caso, tomamos un
7t € A tal que Dy.E., > 0 y definimos Dy = Dy + E,,.

DEMOSTRACION: La existencia de D es consecuencia de la proposicién
3.4.1 y los isomorfismos de la proposicién 3.5.2. En efecto, si K es el ecimulo
asociado al divisor Q-Cartier D (por el cambio de base de {E,} a {E}}) v
K es el tnico cimulo de Cartier tal que I = I3, entonces D es el divisor de
Eé’ asociado a K.

Por 1ltimo, si probamos que, para los divisores D; construidos por
recurrencia a partir de D mediante (i) y (31), se tiene que Dy < D, entonces
el proceso ha de ser finito y el resultado quedaré probado. Para ¢ = 1 es claro
que D; < D. Supongamos que D, < D, entonces Dt+1 = D, + E,, donde
(D — D,).E,, < 0, y por tanto, el divisor efectivo D — D, contiene a E.,,
es decir, Dy < D =

4.4.2. Nota. Obsérvese que el algoritmo anterior es una genera-
lizacidn del algoritmo de Laufer que ya aparece en [G] para calcular el ciclo
fundamental ([La], proposicién 4.1).

4.4.3. Corolario. Sea K = (C,y) un cimulo con origen en P.
Sean {E4}+ea las componentes irreducibles del lugar excepcional de w¢ y
D =3 v E} el divisor Q-Cartier de S¢ asociado a K, y calculemos el divisor
D de E} tal que D > D y minimo con esta propiedad. 5i D = 2 UL Ex,
entonces K = (C, {¥y}) es el tinico ciimulo de Cartier con soporte en C tal
que Iy = It.

En particular, si K = (C,v) es un IN-cimulo entonces podemos cal-
cular explicitamente una sucesién {K,}i_, de IN-ctimulos con soporte en
C tales que Ky = K , K, = K e Iy, = Ig de la siguiente forma:
Sea Ky = K y, una vez definido K, = (C,{v}},), actuamos como sigue:
Siexiste a € Ac tal que el a-defecto de Ky es negativoy Eq = Ey—3 . moy B
es la expresion de Ey en funcion de la base {EJ}, entonces definimos
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Ky = (C,{vtT},) donde

t+1 _ ¢
vt =ve+1
(i) { waln .
VT = UL — Mgy si Y#a«
Si por el contrario, todos los defectos de K son no negativos, entonces r =t

v el proceso se termina. =

4.4.4. Nota. Si (S, P) es no singular, C una constelacion con origen
en Py {E;}, las componentes irreducibles del lugar excepcional de w¢,
entonces E; = EYf — Zj—»i E}, y por tanto, el algoritmo anterior es una

aplicacién reiterativa del principio de descarga ([EC], libro IV, capitulo II,
seccién 17; {Csl], seccién 4).

A continuacién abordaremos el problema de encontrar explicitamente
un sistema minimal de generadores del ideal completo I a partir del eimulo
K, generalizando asf el algoritmo expuesto por Casas en [Cs2]. Comencernos
con el siguiente resultado:

4.4.5. Proposicion. Sean K y K' dos cimulos de Cartier con origen
en P tales que el ideal I'y: esté contenido propiamente en Ix. Entonces existe
una sucesion {K¢}i_y de cimulos de Cartier tales que Ko = K, K, = K/,
I, Cli, y E(IK,/IK,+1) =1para0 <t <r.

DEMOSTRACION: Probaremos que, dados los ctimulos de Cartier K y K’
con I C I (contencién propia), existe un cimulo de Cartier K1 de manera
que Ign C Ik, Clg y E(IK/IKI) =1.

Sean K = (C,r) y K' = (C,), es decir, podemos suponer que el
soporte de K y de K’ es la misma constelacién C = {Py, - , Pn} (basta con
afiadir ceros en los pesos de K y K’ si es necesario). Puesto que I C Iy,
se tiene que v/, > v, para algin @ € A¢ (ya que si v/, < v, para todo v,
entonces Dg+ < Dy, y por tanto, Ix = Ix+). Sea a = (4,7) € A¢ cumpliendo
lo anterior con i minimo y tomemos un punto @ de E! (por tanto, en el
primer entorno infinitesimal de P;) tal que @ ¢ C, Q ¢ E,’Y paray #a y Q es
un punto no singular del transformado estricto S; de S. Consideremos ahora
la constelacién C; = CU {Q} v el cimulo K" = (C1,¢") donde v{ = v, para
YyEAcyvy =1 (obsérvese que el punto @ induce una Unica componente
irreducible Eq del divisor excepcional de m¢,, y por tanto, A, estd formado
por A¢ junto con el indice correspondiente a dicha componente). Finalmente,
sea K = K" el tmico ctiimulo de Cartier con soporte en Cy tal que I = Ixr.
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Es claro que Ixr C Ix, C Ix por la forma en que se ha construido Kj.
A continuacién probaremos que {(Ix/Ix,) = 1.

Sea I = Ig, I = Ig,, Rq el anillo local del transformado estricto S; de
S en el punto @ y mg el ideal maximal de Rg. Consideremos el homomorfismo
de anillos #* : R — Rq. Si{ = 0 es una ecuacién local de E? en el punto Q
(donde ! € Rg) v by = vo(I), entonces, para todo h € I, ¢(h) = 7*(h)/1%=
es un elemento de Rg. Sea

?ﬁ: I/I1 —PRQ/ITI,Q

el morfismo de k-espacios vectoriales definido por B(h + I1) = ¢(h) + mg.
Es claro que @ estd bien definido y es un isomorfismo de k-espacios vectoriales.
Por tanto, tendremos

AI/I) = dimg (I/I;) = dimg (Rg/mg)=1. =

4.4.6. Nota. La demostracién del resultado anterior es constructiva.
De hecho, en dicha demostracién damos un algoritmo tal que, dados dos
camulos de Cartier K y K' con origen en P e Ix+ C Ik, calcula una sucesién
{K:}i—o de ctimulos de Cartier tales que

Igr=1Ig, Clg, , C---Clg, Clg, =Ig

v £ (I, /Ix, +1) = 1 para todo t. Observemos que la solucién al problema
(es decir, la sucesién {K;}]_,) no es tinica, sino que existen infinitas soluciones.

No conocemos una demostracién equivalente de este hecho usando divi-
sores con soporte excepcional en vez de cimulos, Nétese que la cadena de
cimulos de Cartier que pasa de K a K' en la demostracién anterior no estéd
formada por ctimulos con soporte en la misma constelacién C que hace in-
versible a Iy y a Ix» simultdneamente. Sin embargo, podemos traducir la
construccién anterior por el diccionario expresado en capitulos precedentes al
contexto de divisores con soporte excepcional definidos por ideales completos,
obteniendo el siguiente corolario.

4.4.7. Corolario. Sea C una constelacién con origen en P y sean
D y D' dos divisores de E} tales que D < D'. Entonces existe una cons-
telacién C' > C con origen en P y una sucesién {D,};_, de divisores de EJ,
tales que Dy (respectivamente D,) es el transformado total del divisor D

(respectivamente D') por el morfismo S¢r — S¢ y, para 0 < t < r, se tiene
D, < Dt+1 y X(Oﬂc-m) - X(ODe) =L u
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4.4.8. Teorema. Sea K un cimulo de Cartier con origen en el
punto P de la singularidad racional de superficie (S,P) y sea I = Iy el
ideal completo m-primario de R = Ogp asociado a K. Consideremos el
ctimulo de Cartier K' asociado al ideal mI y construyamos una sucesion
{K:}_, de ctimulos de Cartier tales que Ko = K, K, = K', Ig,,, C Ik,
v £ (Ix,/Ix.,,) =1 para 0 <t < r de la siguiente manera:

( i) Ky=K

( i) Tomemos una constelacién C; que haga inversible a Iy, y a I
simultdneamente y consideremos K; = (Ci,#') ¥y K' = (Ci,¢') como
ctimulos con soporte en C;. Si Ky = K', sear = t y el proceso termina.

Si K, # K', sea a = (i,j) € A¢, con i minimo tal que v}, > v;, y tomemos

un punto Q¢ € Ei tal que @, ¢ Ci, Q¢ ¢ Efrpara vy# ay Qi esun

punto no singular del transformado estricto S; de S. Sea Cy' =C:U{Q+} ¥y
consideremos el IN-ciimulo K" = (C{!,¢"), donde v/ = vy para v € Ac,

y v, = 1. Apliquemos el algoritmo 4.4.3 a K" y sea K1 el cimulo de

Cartier (con soporte en Cy' ) obtenido.

Si, para 0 <t < r, tomamos h; € Ix, —Ik,,,, entonces { ht};:‘} es un sistema
minimal de generadores de I. =

4.4.9. Nota. Siguiendo los resultados del capitulo 3, los generadores
{ht};';& se pueden dar de una manera geométrica, es decir, en términos del
comportamiento de las ramas de las curvas que definen dichos generadores.
En efecto, para 0 < t < r, fijemos la constelacién C; soporte del camulo de
Cartier K, y calculemos los defectos {d}-ca, de K; (recordemos que por 3.1.3
se tiene d* = —M,A; v, donde M, y A; son matrices de proximidad y de inter-
seccién asociadas a C;). Para cada v € Ay, tomemos d., curvas algebroides
irreducibles en el cierre de Hensel ng , transversales a F., que no intersequen
a B para a # v y que no pasen por el punto @, definido en (ii) de 4.4.8, y
expresemos simbélicamente esta unién de curvas por d, €, (como en la demos-
tracién de 3.2.1). Sea h : 5§ — Se, el morfismo definido por el cierre de
Hensel y consideremos el divisor de S¢, dado por

D=h,| Y d& |+ Dx,
YEA:

donde Dy, es el divisor con soporte excepcional asociado al ciimulo de Cartier
K,. Entonces, para todo v € A, se tiene D.E, = dfy — Dg,.E, =0, y por
tanto, la proposicién 1.6.1 garantiza la existencia de un elemeto h; de R tal
que (h)* = D. Por la forma en que se han construido las curvas algebroides
£, se tiene que hy € I, — Ik, .
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4.4.10. Ejemplo Consideremos de nuevo la singularidad racional
de superficie (S,P) con singularidad D; definida en 2.2.7 y sea K el
cimulo de Cartier definido en 2.7.4 con soporte en la constelaciéon minimal
Co = {P1, P2, P3, Py} y cuyo arbol ponderado esta representado en fig. 4.1.
Para construir un sistema minimal de generadores del ideal Iy siguiendo el
método anterior, consideremos el ctimulo de Cartier K’ asociado al ideal mIy
con soporte en C,, y cuyo arbol ponderado esta dado en fig. 4.2.

0 0
(3,1) 0 (3,1) 0
K 4 K' 6
fig. 4.1. fig. 4.2.

Comencemos con la construcciéon del cimulo K;. Observemos que
v{ =6 >4 = v y tomemos un punto ¢}, en el primer entorno infinitesimal
de P, tal que Q¢ ¢ C,,. Sea K| el IN-ctimulo con soporte en C,,, U {Qg} cuyo
arbol ponderado estd dado en fig. 4.3, donde representamos con una linea
de trazos la linea que corresponde al punto Qo, es decir, la que no corres-
ponde a ningin punto de C,,. Aplicando reiteradamente el algoritmo 4.4.3
(o mas concretamente la proposicién 4.4.1, ya que en este caso es mas comodo
trabajar con divisores), se obtiene el tnico cimulo de Cartier K con soporte
en Cr, U{Qo} tal que I, = Ixy. De hecho, el peso de K en Qg es 0 y podemos
considerar K; como un cimulo con soporte en C,, cuyo arbol ponderado esta
representado en fig, 4.4.

0 0
53 1
1 0 - -
1"
K; 4 X, 5
fig. 4.3. fig. 4.4.

Ahora, teniendo en cuenta que el anillo local R de S en P es el localizado de
k[z,y, 2}/(z* + zy® + 2?) en el origen (ver 2.2.7), es claro que el elemento ko
de R dado por 223 + 2izz + y? pertenece a Ix — I, .
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Anélogamente, para construir K, observemos que vy = 6 > 5 = viy
tomemos un punto @, con las mismas propiedades que Qo (de hecho, puede
ser Q1 = Qo). Sea K} el IN-ctimulo con soporte en Cp, U {@1} ¥ cuyo arbol
ponderado viene dado en fig. 4.5 (de nuevo la linea de trazos corresponde al
punto @;) y sea K3 el ciimulo de Cartier obtenido tras aplicar 4.4.3. De nuevo
podemos tomar como soporte de K, la constelacién C,, y, de esta forma, su
arbol ponderado estd dado en fig. 4.6.

0 L
2
CHL . f
2’92 | 2 (2, 1) 0
!
KY 5 K, 6
fig. 4.5. fig. 4.6.

El elemento %, de R dado por y(z?+12) pertenece a Iy, y no pertenece a I, .

Para construir K3 a partir de K3, notemos que v4; =3 > 2 =13, y
tomemos un punto @3 en el primer entorno infinitesimal de P2, que pertenezca

a E} y tal que Q; ¢ E? para v # (2,1) (y por tanto Q3 # P,). Sea Kf
el cmulo con soporte en Cp, U {@2} cuyo 4rbol ponderado esté representado
mediante

1 5
\

\

(2,1) 0

K, 6
fig. 4.7.

donde la lfnea de trazos corresponde al punto Q2. Observemos que K3 es un
cimulo de Cartier y sea K3 = Kj. Es claro que €l elemento kg de R dado
por z2(z? + iz) pertenece a I, y no pertenece a Ix,.

De nuevo, para construir el cimulo de Cartier K4 a partir de Kj,
observamos que v}, = 3 > 2 = v3, y tomamos un punto @3 con las mismas
propiedades que @2 pero distinto de Q2. Sea Kj el camulo con soporte en
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Cm U {Q2,Q3} cuyo arbol ponderado estd dado por
1
1.1,
\\2

W\
(2,1) 0

Ky, 6
fig. 4.8.

donde las lineas de trazos corresponden a los puntos que no estdn en la
constelacién C,,. Se tiene que K es un ciimulo de Cartier, por tanto, sea
K; = K!. Observemos también que el elemento k3 de R dado por ya®
pertenece a Ix, y no pertenece a Iy, .

Finalmente, al aplicar el proceso anterior al cimulo Ky, obtenemos un
ciimulo de Cartier K5 que coincide con K’ (vistos como ciimulos con soporte
en Cp). De hecho, no es necesario calcular Ky, sino que basta con darse
cuenta de que p(Ig) = v + 1 =5 (ver 4.3.4). El elemento hsde R dado por
x5 pertenece a Ix, — I+, y por tanto, un sistema minimal de generadores
de I es {22% 4 252z + 42, y(z? + iz), 2%(a? +12), ya®, z°} (ver ejemplo
3.7.12). El morfismo #¢ obtenido al explotar la constelacién C = Cp,U{Q2, @3}
desingulariza las curvas definidas por cada uno de los elementos del sistema
de generadores anterior y las representaciones de los divisores definidos por
cada. elemento h; en el grafo dual de 7¢ son respectivamente

By 4 Ey

h[) ha + '

/\

Eys E, E; Eq

R

R

4 fig. 4.9.
Es decir, con la notacién de 4.4.9, los transformados estrictos por m¢ de los
divisores de Cartier definidos por hg, k1, hg, hy y by son de la forma h,(4€2),
ha(3E21+E22+E3), hu(E142E21+E4), hulE1+E +E4+E5) ¥ hil E1+HE4+E5+Es)

respectivamente. m

ANAN

l
Ey | ]
!

/N /N
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I1. Grafo dual, forma de interseccién y semigrupo de
ideales completos de una singularidad racional
de superficie.

En la seccién 5 del capitulo 2 describimos los puntos dobles racionales
mediante el uso de los grafos duales asociados a su desingularizacién minimal.
También observamos que el grafo dual 'y, asociado a la desingularizacion
minimal de un punto doble racional contiene toda la informacién del grafo dual
ponderado I' | y por tanto, podemos decir que dos puntos dobles racionales
son del mismo tipo si y sdlo si los respectivos grafos duales ponderados asocia-
dos a sus desingularizaciones minimales son iguales. De hecho, para puntos
dobles racionales definidos sobre el cuerpo €, ser del mismo tipo significa que
se corresponden por un isomorfismo analitico.

El objeto de este pardgrafo es dar algunas caracterizaciones del hecho
de que dos singularidades racionales de superficie tengan el mismo grafo dual
ponderado asociado a su desingulariacién minimal, es decir, que sean “del
mismo tipo”. Asi, en la seccién 5 expresamos el tipo de una singularidad
racional de superficie en funcién de la forma de interseccién definida en el
grupo de ciclos excepcionales de la desingularizacién minimal, observando en
particular consecuencias como el hecho conocido de que dos singularidades
racionales de superficie del mismo tipo han de tener la misma multiplicidad.

A continuacién, en la seccién 6 expresamos el tipo de una singularidad
racional de superficie en funcién del semigrupo E}, asociado, o mas concreta-
mente, en funcién del cono simplicial de ZZ™ definido por E}, (donde n es el
ntimero de componentes irreducibles del lugar excepcional de la desingulari-
zacién minimal 7., ), obteniendo como consecuencia que, si dos singularidades
racionales de superficie son del mismo tipo, entonces los respectivos semigru-
pos de ideales completos m-primarios asociados son isomorfos.

Finalmente, en la seccién 7 establecemos la equivalencia entre el tipo
de una singularidad racional de superficie (S, P) y las matrices de proximidad
e interseccién asociadas a su desingularizacién minimal. Més ain, dada una
constelacién C con origen en P, describimos un algoritmo para calcular la
matriz de proximidad Mc y la matriz de interseccién A¢ a partir del grafo
dual ponderado del morfismo w¢. El reciproco, es decir, el conocimiento del
grafo dual ponderado de ¢ a partir de las matrices Mc y Ac se sigue de forma
inmediata de la definicién de dichas matrices (capitulo 2).
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§5. Tipo de una singularidad racional en funcién de la forma de
interseccidn.

4.5.1. Definicién Sean (S, P) y (9!, P') dos singularidades racionales
de superficie. Sean m,, : X — S y m,, : X' — §' sus respectivos morfis-
mos de desingularizacién minimal (donde por desingularizacion minimal de
un germen de superficie no singular entendemos el morfismo identidad) y
I'v y I'',, los grafos duales ponderados asociados a my, y 7l respectivamente
(siendo T'® = @ si (S, P) es no singular). Entonces diremos que (S, P) y
(5", P") son del mismo tipo si y sélosi 'Y, =TV, .

4.5.2. Definicidén. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie
y consideremos una constelacién Cp, minimal de (S, P). Sea E = E¢,, ¢l grupo
de divisores de S¢,, con soporte excepcional. Entonces cada enumeracién w del
conjunto de componentes irreducibles {E., },ea,, del lugar excepcional de 7¢,,
induce un isomorfismo de grupos

(19) Y B — A"

donde n es el cardinal del conjunto de {ndices A,,. El morfismo ¢, esta
- definido por la propiedad de que la base estandard de 7ZZ" es la imagen por
. pw de la base {E,} ea,. de E y se conserva el orden. De esta manera, la
. forma de interseccién definida en E da lugar a una aplicacion bilineal

- (20) o 1 T X U — L

 Ahora bien, en el conjunto de formas bilineales ZZ" x ZZ" — 7ZZ actua el
grupo de permutaciones S, reordenando los elementos de la base estdndard
de ZZ". Es claroe que la §,,-6rbita ¥, de ¥, no depende de la enumeracién w
de A ¥, puesto que dos constelaciones minimales son equivalentes (ver 2.1.2),
se tiene que la érbita ¥ de v, sblo depende de la singularidad (S, P).
Llamaremos a W la S,,-drbita de aplicacién bilineal asociada a (S, P).

4.5.3. Lema. En las condiciones de 4.5.2, la siguiente informacién es
equivalente:
( 1) El grafo dual ponderado I'¥, asociado a la desingularizacién minimal
de (S, P).

( i)  La 8,-6rbita ¥ de aplicacién bilineal asociada a (S, P).

DEMOSTRACION: Supongamos que conocemos €l grafo dual ponderado
I | entonces los pesos de T'% son los ndmeros de interseccién Ey.E,. Por otro
lado, puesto que T'% estd definido por la desingularizacién minimal,
para o # 3, E,.Eg toma el valor 1 si el vértice de I', correspondiente a FE,
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estd directamente unido al vértice correspondiente a Eg y Eq.Eg = 0 en otro
caso (ver proposicién 1.3.3). Por tanto, del conocimiento de I';, se deduce la
S, -orbita W,

Reciprocamente, supongamos que conocemos la S,-orbita ¥ y sea
¥ : Z" X ZZ" — 7Z un representante de ¥, Consideremos la base canénica
{e;}1, de Z" y definamos un grafo I' de la signiente manera: I' esta formado
por n vértices, cada uno de los cuales corresponde a un elemento de la base {e;}
y, para i # j, los vértices correspondientes a e; y e; estan unidos si y sélo si
¥(ei,e;) = 1. Si ademds damos peso (e;, e;) al vértice de ' correspondiente
a e;, entonces es claro que el grafo ponderado asi definido es el grafo dual
ponderado I'?, asociado a la desingularizacién minimal de (S, P). =

En estas condiciones, podemos caracterizar el tipo de las singulari-
dades racionales de superficie en funcién de la Sy,-6rbita de aplicacién bilineal
definida por la forma de interseccion.

4.5.4. Corolario. Sean (S, P) y (', P') dos singularidades racionales
de superficie. Sean mp, 1 X — S y !, : X' — §' los respectivos morfismos
de desingularizacién minimal y {Ey}~ea,., {E!}year, las componentes irre-
ducibles del lugar excepcional de 7y, y w!, respectivamente. Entonces (S, P)
y (S, P'} son del mismo tipo si y sélo si A, y A}, tienen el mismo cardinal,
es decir, podemos suponer que Ay, = Al, y ademds existen enumeraciones de

{E,} y de {E.} de forma que Eqo.Eg = E/,.E; para a, 8 € Am.

Como consecuencia, obtenemos el hecho conocido de que dos singulari-
dades racionales del mismo tipo han de tener la misma multiplicidad.

4.5.5. Corolario. Sean (S, P) y (§', P') dos singularidades racionales
de superficie de multiplicidades m y m' respectivamente. Si (S, P) y (S, P')
son del mismo tipo, entonces m = m', '

DEMOSTRACION: Con la notacién de 4.5.4, scan {E,} ea v {E,}+ea
las componentes irreducibles del lugar excepcional de las desingularizaciones
minimales de (S, P) y (', P') respectivamente y fijemos enumeraciones en
{E.} vy {E.} de forma que E,.Eg = E;,.Ej para a,f € A. En estas condi-
ciones, es claro que, si Z = Y nyEq es el ciclo fundamental de la desingulari-
zacién minimal de (S, P), entonces Z' = 3 nq B, es el ciclo fundamental de la
desingularizacién minimal de (S', P'), y por tanto, m = —2.Z = —=2'.Z' = m/
(ver proposicién 1.6.2). =

4.5.6. Nota. Como caso particular, para m = 1 observamos que
obviamente dos gérmenes cualesquiera de superficie no singulares son del
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mismo tipo. Para m = 2, mediante la descripcién efectuada explicitamente
en la seccidn 5 del capitulo 2, se sabe que los posibles tipos de puntos dobles
racionales son A, (n > 1), D, (n > 4), E¢, Er y Es.

§6. Tipo de una singularidad racional en funcién del cono simplicial
E} de la desingularizacién minimal.

En esta seccién expresamos el tipo de una singularidad racional de
superficie en funcién del cono simplicial E}, asociado a la desingularizacién
minimal, 0 mas concretamente, en funcién de la §,,-érbita que este cono define.

4.6.1. Definicidn. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie
y consideremos una constelacién C,, minimal de (S, P) y una enumeracién
w del conjunto de componentes irreducibles del lugar excepcional de =¢,,.
Sea E = B¢, el grupo de divisores con soporte excepcional y ¢, : B — 7" el
isomorfismo de Z-espacios vectoriales definido en (19) por la enumeracién w.
El semigrupo Et = Egm formado por los divisores D € E, D # 0 tal
“que D.E, < 0 para toda componente irreducible E, del lugar excepcional
'de w¢,, no depende de la constelaciéon minimal C,,, (pues dos constelaciones
‘minimales son equivalentes) y estd contenido propiamente en el grupo E.
‘De hecho, en 3.6.4 y 3.6.6 vimos que ET es un cono simplicial del Z-médulo
libre E. Por tanto, la imagen o, de E por ¢, es un cono simplicial de ZZ2".
Ademaés, no sélo o, es un cono simplicial, sino que su cono dual ¢ también
es simplical (ver 3.6.4).

De nuevo, en el conjunto de conos simpliciales de ZZ™ actiia el grupo
de permutaciones &, reordenando los elementos de la base estandard de 7ZZ".
La érbita 3, de o, por esta accién no depende de la enumeracién de Ay,
y por tanto, la 8,-6rbita 3 del cono simplicial o, solo depende de la singu-
laridad (S, P). La lamaremos §,-drbite del cono simplicial asociade o (S, P).

4.6.2. Proposicidn. En las condiciones de 4.6.1, la siguiente infor-
macion es equivalente:
( i) El grafo dual ponderado I'%, asociado a la desingularizacién minimal
de (S, P).

( ii) La 8, -6rbita ¥ de aplicacidn bilineal asociada a (S, P).
( ii)  La S,-drbita 3 de cono simplicial asociada a (S, P).

DEMOSTRACION: La equivalencia (i) <= (%¢) es el lema 4.5.3. Probemos
ahora (i1) <= (411). Supongamos que conocemos la §,-6rbita ¥ de aplicacién
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bilineal asociada a (S, P). Sea ¢ : ZZ™ x ZZ" — Z un representante y H la
matriz n X n de nimeros enteros definida por ¥ en la base estandard de Z2".
La proposicién 1.4.1 afirma que H es una matriz simétrica definida negativa.
Consideremos el cono o de Z™ dado por

(21) c={veZ" [/ Hy<0}

Entonces es claro que ¢ es un cono simplicial (teniendo en cuenta la
proposicién 3.6.6, ya que, médulo permutacién, H es la matriz de interseccion
(Eo.Eg)) ¥ la 8,-érbita del cono ¢ es la érbita X asociada a (S, P).

Reciprocamente, supongamos que conocemos la Sy-érbita ¥ de cono
simplicial asociada a (S, P) y sea ¢ un representante. Entonces, tanto el cono
o de ZZ" como su cono dual ¢V son conos simpliciales. Consideremos oV como
cono de ZZ" y sean h; € Z"™ (1 < ¢ < n) los elementos extremales de oV
(ver lema 3.6.2). Si H es la (n X n)-matriz cuyas filas son —k; (1 <i < n),
entonces ¢ estd definido por (21). Sin embargo, H puede no ser una matriz
simétrica, de hecho hay tantas posibles matrices H satisfaciendo (21) como
permutaciones del conjunto {hy, ... ,h,} (pues si H es una de tales matrices,
las otras se obtienen permutando las filas de H).

Ahora bien, puesto que H estid definida a partir de la S,-6rbita o
asociada a (S, P), hay una dnica permutacion de las filas de H tal que la
matriz H' asi obtenida satisface que h}; < O para 1 < i < ny hj; 2 0
para i # j. Sea tp : ZZ" x ZZ™ — 7L la aplicacién bilineal definida negativa
inducida por la matriz H' (obsérvese que H' ha de ser una matriz simétrica
definida negativa), entonces la 8,-6rbita de aplicacién bilineal ¢ es la 6rbita
¥ asociada a (S,P). =

4.6.3. Corolario. Sean (S, P) y (S', P'} dos singularidades racionales
de superficie. Sean 7p 1 X — Sy, + X! — §' los respectivos morfis-
mos de desingularizacién minimal, {Ey}~ea,, ¥ {E+}year, las componentes
irreducibles del lugar excepcional de mm y 75, v T ¥ T o los grafos duales
ponderados de mn, y w!, respectivamente. Entonces, son condiciones equiva-
lentes:

( i) (S, P) y(S', P') son singularidades racionales de superficie del mismo
tipo, es decir, ¥, = Ty .

( i) A, y Al tienen el mismo cardinal, es decir, podemos suponer que
Am = Al y ademés existen enumeraciones de {E,} y de {E7} tales que
Ey.Eg = E,.E}; para o, 8 € A,

( iii) Ay y A, tienen el mismo cardinal n y existen enumeraciones w y w'
de {E,} y de {E!} tales que el cono a,, coincide con ¢+ como conos de Z4".
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4.6.4. Teorema. Sean (S, P) y (S', P') dos singularidades racionales
de superficie y sean I* y J* los semigrupos de ideales completos m-primarios
de (S, P) y (', P') respectivamente. Si (S, P) y (S', P') son del mismo tipo,
entonces los semigrupos I* y J* son isomorfos.

DEMOSTRACION: El semigrupo I* (respectivamente J*) es el limite direc-

to de los semigrupos I¢ cuando C recorre el conjunto de constelaciones con

origen en P (respectivamente P') (ver nota 3.5.5) y ademds, para C fija,

los semigrupos I¢ y Eg son naturalmente isomorfos. Por tanto, fijas dos cons-

telaciones C,, y C,, minimales de (5, P) y (S', P') respectivamente, si vemos

que, para cada constelacién C con origen en P tal que C > Cy,, existe una

constelacion bien definida C' con origen en P’ y un morfismo de semigrupos

(e : Ef — EP, de manera que la sucesién de morfismos {£;} es compatible

con las estructuras de sistema directo, entonces quedara definido un morfismo

E:TF — J*,

El corolario anterior asegura la existencia de un isomorfismo

€e,, E+ —+ E}, . De hecho, si {E,}yea,, ¥ {E- }yeat, son las compo-

nentes 1rreduc1bles del lugar excepcional de w,, y 7},, podemos suponer que

Am = A, y que Ey.Eg = Ef, . Ej para o, 8 € Ay Definamos una corres-

“pondencia biyectiva b : UyEy — U, E. de manera que b(E,) = E., con lo
que se tendrd que b(E, N Eg) = E, N E}. Extendamos de forma recursiva

~dicha correspondencia al conjunto de puntos infinitamente préoximos a P que
-no estan en Cp, de la siguiente manera: Sea r > 0 y supongamos que
“hemos definido una biyeccién b entre el conjunto de puntos que, para ¢ < r,
pertenecen al i-ésimo entorno infinitesimal de algin punto de Cy, y no

pertenecen a C,, y el conjunto de puntos que, para ¢ < r, pertenecen al

i-ésimo entorno infinitesimal de algiin punto de C!, y no pertenecen a Cf,,

con la propiedad que si @ es préximo a R entonces b(Q)) es préximo a b(R).

Sea @ un punto del r-ésimo entorno infinitesimal de algin punto de C,,, sea

C=CpU {Qh sy Qr = Q} (C' = C;rn U {Qi = b(Ql): aQ:" = b(Q)}

respectivamente) la constelacién minimal que contiene a C,, ¥ a @ (respec-

tivamente a C}, y a dQ)) y sean {F,}iea,, U {Fi}i—, (respectivamente

{Fi vean. U {F{},) las componentes irreducibles del lugar excepcional de

we (respectivamente w¢r ). Entonces, por hipétesis de recurrencia,, se tiene que,

para o € A, U{l,---,r~1}, Q@ € F, si y s6lo s b(Q) € F,, y por tanto,

podemos extender & mediante una correspondencia biyectiva entre F, y F. de

manera que si Fo, N F, # 0 entonces o Fy N F,) = F), N F}. As{ pues, hemos

definido una correspondencia biunivoca b entre el conjunto de puntos infinita-

mente proximos a P que no estdn en C,, y el conjunto de puntos infinitamente

préximos a P' que no estan en !, que respeta las relaciones de proximidad,
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es decir, si ( es préximo a R entonces b(Q) es préximo a b(R).

Tomemos ahora una constelacién ¢ = C,, U {P;}i=; con origen en P
y sea C' = C', U {b(P;)}L_, la correspondiente constelacién con origen en P'.
Sean {F,}yea,, U {Fi}i—; (respectivamente {F}},ea,, U {F;}i=;) las com-
ponentes irreducibles del lugar excepcional de ¢ (respectivamente w¢/ ), donde
F, (resp. F7) es el transformado estricto de E, (resp. E!)y F; (vesp. F)
es el transformado estricto del divisor excepcional que define la explosién
en P; (resp. en b(P;)). Entonces se tiene que Fy.Fg = F,.Fy para
a,f € Am N {1, ---,r}. En efecto, esto se debe a la forma en que estd
construida la biyeccién b, ya que, cuando C es la constelaciéon minimal Cp,
la propiedad anterior se satisface y el caso general se deduce del anterior
junto con el hecho de que b respeta las relaciones de proximidad. En esta
situacién, consideremos el morfismo de semigrupos e : Eg — Eg, definido
por Fy, — F' (que es claramente un isomorfismo).

De la construccién anterior se sigue que, para dos constelaciones
C; < Cy con origen en P, la restriccién de &e, a Eé"l coincide con ¢, (donde
por restricién de £¢, a EELI entendemos la composicién de &g, con la inclusién
E}, C Ef, definida en 3.5.5). Es decir, la sucesién de morfismos {éc} es com-
patible con las estructuras de sistema directo, y por tanto, hemos definido
un morfismo de semigrupos £ : I¥ — J*. De manera andloga se define un
morfismo ¢ : J* — I* que obviamente es el inverso de £ (ya que b es una
correspondencia biyectiva), con lo cual el resultado queda probado. m

§7. Tipo de una singularidad racional y matriz de proximidad.

En esta seccién describimos cémo obtener la matriz de proximidad aso-
ciada a la constelacién minimal de una singularidad racional de superficie a
partir del grafo dual ponderados de su desingularizacién minimal. De hecho,
dada una constelacién C con origen en el punto P de la singularidad racional
(S, P),
si {E,},eca. son las componentes irreducibles del lugar excepcional de Ac,
entonces daremos un algoritmo para calcular las matrices de proximidad M¢
y de interseccién A¢ respecto a w a partir de la matriz (FBo.Eg)a,g-

4.7.1. Lema. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie,
C = {Py,...,P,} una constelacién con origen en P (tal que la superficie
S¢ es no singular) y A = {(3,5) / 1<i<m 1<j < s} el conjunto de
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indices de las componentes irreducibles del lugar excepcional del morfismo 7¢.
Entonces, si Z es el ciclo fundamental de w¢, se tiene que

(22) { Z.Ei;=0 si 1#£1, 1<3<s;
Z.E;#0 para 1<j<s
DEMOSTRACION: Consideremos la singularidad racional (S, P) inmersa.

en un germen de variedad lisa (Y, P) mediante ¢ : (S, P) — (Y, P) y man-
tengamos la notacién de la seccién 4 del capitulo 2. El ciclo fundamental Z
se expresa mediante

(23) Z =pnEf + -+ p1s, EY,,

(ver igualdad (16) en 2.4.1) y, puesto que Ej;.Ey = Ef;.E}, = 0 para i # 1
(proposicion 2.4.2), se tiene que Z.E;; =0 parai# 1,1 <7 < s;.

Fijemos ahora j € {1,---,s1} ¥y veamos que Z.E;; # 0. Sea F un
elemento del ideal maximal de Oy p tal que su restriccién f a Ogp es un
elemento general del ideal maximal de Og p. Denotemos por H el divisor de
(Y, P) definido por F y por C el divisor de Cartier que define f en (S, P),
‘es decir, C = ¢*(H). Supongamos ademés que hemos elegido F' de manera
_que el transformado estricto H; de H por la explosion ory : ¥3 — Y con
“centro P no contenga a E} ; i a ningiin punto de la constelacién C. Entonces,
si por C; y C denotamos los respectivos transformados estrictos mediante los
morfismos 7 : Sy — S y we, se tiene que C N Ey;=01N E}j y es igual a
H,nE] ; = (H1 NIE;) N By, que es la interseccién de una hipersuperficie y
una curva en el espacio proyectivo IE} = IPT (donde r + 1 es la dimensién de
(Y, P)). Por tanto, C N By; es no vacio y C.Ey; # 0. Ahora bien, puesto que
f es un elemento general del ideal maximal de Og p, se tiene que C* = C+2Z,
y por tanto, Z.Ey; = —E.Elj #0. =

4.7.2. Proposicidn. Sea (S, P) una singularidad racional de superfi-
cie,C = {Py, ..., Py} una constelacién con origen en P (tal que la superficie
Se¢ es no singular) y {E,},ea las componentes irreducibles del lugar excep-
cional de n¢. Entonces, fijo un orden 6 en A (no necesariamente definido por
una enumeracién), a partir de la matriz (Ey.Eg)q,p respecto a dicho orden,
se puede calcular la matriz de proximidad M y la matriz de intersecciéon A
respecto a 6.

DEMOSTRACION: En primer lugar, observemos que el ciclo fundamental
Z del morfismo 7¢ es el minimo ciclo con soporte excepcional ) b, E, tal que
(Eq-Eg)a,p b <0, y por tanto, los b, se calculan directamente a partir de la
matriz (Fy.Eg)a,g. Ademds, aplicando el lema anterior, se deducen cuales
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son las filas de (E,.Ep)q s correspondientes a las componentes irreducibles
del lugar excepcional de 7¢ definidas por la explosién de P (es decir, las filas
correspondientes a Fyy, ... ,Eis, ). Apliqguemos una permutacion, si es nece-
sario, en la matriz (E,.Eg)a,s y supongamos que los productos de inter-
seccion {E1;.F1x }1<j k<s, estan en las posiciones {(J, k) }1<j,k<s, de la matriz
(Eo-Eg)a,s- En esta situacién, el menor de tamafio (n—s;) X (n—s1) obtenido
al suprimir las s; primeras filas y columnas de (Ey.Eg)q,s define una forma
bilineal definida negativa cuyo grafo dual tiene tantas componentes conexas
como puntos del primer entorno infinitesimal de P hay en la constelacién C.
Es decir, el espacio sobre el que esté restringida esta forma bilineal se des-
compone como suma ortogonal de subespacios, de manera que los respectivos
grafos duales de las restricciones a los distintos subespacios son las compo-
nentes conexas anteriores. Por tanto, aplicando de nuevo el lema anterior a
las formas bilineales en cada uno de los subespacios anteriores y reiterando
el proceso, se obtiene el drbol 7¢ asociado a la constelacién C junto con la
asignacién a cada vértice v; de 7¢ del ntimero s; de componentes irreducibles
del lugar excepcional de m¢ que estan definidas por la explosién del punto
P; de C correspondiente a v;. Ademds, tras este estudio, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que el orden 8 del conjunto de indices A es una
enumeracién w compatible con el orden de C. Es decir, podemos suponer que
A={(7) /1<i<m, 1<j<s;} donde, para i fijo, {(4,)}1<j<s; son los
indices correspondientes a P;, y que el orden de A es el orden lexicografico.

Veamos cémo obtener la matriz de proximidad M = (mqap)a,g respecto
a la enumeracién w a partir de esta informacién. Recordemos que el corolario
2.3.6 afirma que M = Id—V donde V es una matriz n X n triangular superior
formada por cajas (Vij)i<icj<m ¥ con ceros en la diagonal, y cada Vj; es la
(si X 8j)-matriz dada por (m(;,,.),(j,s)). Calculemos de forma recursiva los
{Vi;j}i<j- En primer lugar, para describir V;;..1,. tengamos en cuenta que,
para r fijo (1 < r < spm_1), se tiene

(24) :n—l,r = Em-—-l,‘r - zm(mm—l,r),(m,s)E:n,s

8=1
¥ los {mM(m—1,r),(m,s)} s0n la Gnica solucién del sistema de ecuaciones definido
al imponer E},_y ..Ey, , = 0. Puesto que Ef, ; = Ep ,, este sistema (y por
tanto, sus soluciones) queda definido a partir de la matriz (Eq.Eg)a,s-
Sea i, > 1, supongamos que conocemos las matrices {Vjj}io<i<; ¥
calculemos {V;,;}i,<;. De nuevo, sabemos que, para r fijo (r < s4,), se tiene

(25) E?g,r = E;o’r — Z M(,'O,,.)’(,',S)Ef’s
1é§23.-
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y los {mi,,r),(i,s)} son la tinica solucién del sistema de ecuaciones definido
al imponer E} .E! = 0 para ¢ > ¢y, 1 < s < s;. El conocimiento de
{Vi;}i>i, asegura que, para i > ig, sabemos escribir E}; en funcién de los
{E,}, y por tanto, ¢l sistema de ecuaciones anterior y sus soluciones quedan
definidos a partir de la matriz (Eo.Eg)q,g. Asf pues, hemos descrito la matriz
de proximidad M a partir de la matriz (Ey.Eg)a,g.

Finalmente, la matriz de interseccién A = (E;.E}) se deduce de forma
inmediata del conocimiento de M y de (Eq.Ep)a,s. De hecho, se tiene que
A= M_I(Ea.Eﬂ)a,ﬁ (Mt)_l. [ ]

Finalmente, de la proposicién anterior deduciremos una nueva forma
de expresar la informacién de 4.6.2. Comencemos con la siguiente definicién.

4.7.3. Definicién. Sea (S, P) una singularidad racional de superficie
y consideremos una constelacién C,,, minimal de (5, P) y una enumeracién w
del conjunto de componentes irreducibles del lugar excepcional de =g, ..
Sean M¢ . ¥ Ac, . respectivamente las matrices de proximidad y de inter-
seccidn de la constelacién C, respecto a la enumeracion w (definiciones 2.2.5
.¥ 2.4.1}) y consideremos el par (Mg,_.,Ac,.w)- En el conjunto de pares de la
forma (M, A) (donde M y A son matrices n X n) actiia el grupo de permuta-
ciones Sy, y es claro que la S,-6rbita Y de (Me,,w, Ac,,w) 56lo depende de la
_singularidad (S, P).

' 4.7.4. Teorema. En las condiciones anteriores, la siguiente infor-

macion es equivalente;

( i) El grafo dual ponderado I'Y, asociado a la desingularizacién minimal
de (S, P).

( i) La §,-6rbita X del par (M, o, Ac,,w)-

DEMOSTRACION: Puesto que el conocimiento del grafo dual ponderado
I}y es equivalente al conocimiento de la S,-6rbita ¥ de la aplicacién bilineal
asociada a (S, P) (proposicién 4.6.2), de la proposicién 4.7.2 se sigue que (z)
implica (4¢). La implicacién (it) = (¢) es inmediata si tenemos en cuenta que,
fija una constelacién minimal C,, y una enumeracién w, la matriz (Ey.Eg)a,p
respecto a la enumeracién w es exactamente McmwAcmwMémw. =

4.7.5. Nota Como consecuencia del teorema anterior veamos que,
dada una singularidad racional de superficie (S, P) inmersa en un germen de
variedad lisa (Y, P) y una constelacién C,, minimal para (5, P), los enteros
{p+y}veac,, definidos en la seccién 4 del capitulo 2 (igualdad (16)) s6lo depen-
den del tipo de singularidad racional de (S, P).
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Consideremos la singularidad racional de superficie (S, P} inmersa en
un germen de variedad lisa (Y, P) mediante o : (S,P) — (Y, P}. Sea C =

{P1, -+, Py} una constelacién con origen en P y consideremos la cadena de
explosiones en puntos
MW Tm-1 e wry
Ye=Yn — Yu — - » Yy — Yo=Y
W e S
T Wy —1 ) Y
Sc=Sm-—-)S,_1 y s 4}51"“"‘_’_)8(}=S

definida en 2.4.1 por la constelacién C, donde, manteniendo la notacién de
dicho pardgrafo, o; es la inmersién de S; en Y; y mri41 es la explosién de
ci(Pi+1) € Y;. Si denotamos por E! el lugar excepcional de ur;, en 2.4.1
definimos enteros estrictamente positivos {p,},ea. tales que

(26) o} (B = piu ELy + -+ + pis; By,
y ademds probamos que
(27) o (IEY) = pa Efy + -+ + pis; B,

donde IE} es el transformado total de Ei en Y.

Ademds, observemos que los enteros {p} ea, no dependen de la
inmersién o : (S,P) — (Y,0). En efecto, manteniendo la notacién ante-
rior se tiene que oF(IE{) = m;0s, donde m; es el ideal maximal del anillo
local de §; en Piyq, y por tanto, D, pi;E; es el ciclo fundamental de la
desingularizacién Sg — S; de la smgularldad racional (S;, Piy1) (ver coro-
lario 3.5.3). Asi pues, para ¢ fijo, los enteros p;; son los coeficientes del ciclo
fundamental de S¢ — §; en la base {E.’;}.Y y no dependen de la inmersién o.

De hecho, si M y A son las matrices de proximidad y de interseccion
de la constelacién C respecto a una enumeracién w, entonces podemos calcu-
lar los enteros {p,} a partir de M y A. En efecto, a partir de M y de A
se obtiene la matriz {(Eq.Egla,s = MAM' y los enteros {by} tales que
Z = Y_byE, es el ciclo fundamental de m¢. Por otro lado, se tiene que
Z =puEY 4+ + p1s, Bf,,; ¥ por tanto, la expresién de Z en funcién de los
EZ (por el camblo de base definido por M) determina los enteros py1,- - , P14, -
Observemos ahora que, para 1 < ¢ < m, las matrices de proxnmda,d M; y de
inserccién A; de la desingularizacién S¢ — S; de (i, Pi41) se pueden calcular
de forma recursiva a partir de M y A, y por tanto, aplicando reiteradamente
el argumento anterior, se obtienen los enteros {py}yeac-

Por lo tanto, el argumento anterior en el caso particular de que C es una
constelacién minimal Cm, junto con el teorema 4.7.4, afirman que los enteros
{p4}~eAc,, son invariantes del tipo de singularidad racional de (5, P).
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ITI. Curvas inmersas en una singularidad racional de
superficie y clase de equirresoluciéon como curvas
en el espacio.

En esta parte estudiaremos los gérmenes de curvas reducidas inmersos
en una singularidad racional de superficie (S, P). En la seccién 8 asociamos
un invariante (o mds precisamente, un sistema de invariantes) F{C) a cada
germen de curva reducida C inmerso en (5, P), invariante que es una generali-
zacién de la clase de equisingularidad de un germen de curva plana, es decir,
si C es un germen de curva plana entonces I'(C) es equivalente a la clase de
equisingularidad de C. En la seccién 9 consideramos los gérmenes de curvas
inmersos en (S, P) como gérmenes de curvas en una variedad lisa ambiental
que contiene a (9, P) y deducimos que, dado un germen C de curva reducida
inmerso en (S, P), el invariante I'(C) determina la clase de equirresolucién
de C, es decir, el drbol asociado a la constelacion de puntos infinitamente
préximos a la curva C vista como curva alabeada, junto con las multiplicidades
de los transformados estrictos de las ramas de C.

§8. Curvas inmersas en una singularidad racional de superficie.

4.8.1. Definicidon. Sea C un germen de curva reducida inmer-
so en la singularidad racional de superficie (S, P). Una desingularizacién
sumergide de C en (S, P) es una desingularizacién 7 : X — S de (S5, P)
tal que el transformado estricto C de C por 7 es no singular y el
transformado total C* de C por 7 es un divisor de X con cruza-
mientos normales, es decir, cada vez que dos componentes irreducibles
(Eo y Eg o bien E, y C) de #71(C) se cortan en un punto @, las ecua-
ciones locales de dichas componentes irreducibles forman parte de un sistema
regular de pardmetros del anillo local de X en Q.

Una desingularizacién sumergida 79 : Xg — S de C en (5, P) es una
desingularizacidon sumergide minimal de C en (S, P) si, para toda desingu-
larizacién sumergida 7 : X — S, existe un morfismo p : X — X, tal
que T = %o o p. Diremos que una constelacién C con origen en P es una
constelacion minimal pare C si la desingularizacion g : S¢ — S es una
desingularizacién sumergida minimal de C en (5, P). Obsérvese que, por la
propiedad universal de la desingularizacién minimal, dos constelaciones mini-
males para C han de ser equivalentes.
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Consideremos una curva reducida C inmersa en (S, P) y veamos como
obtener una constelacién minimal. Tomemos una constelacién C,, minimal de
(S, P) y sea Cg,, el transformado estricto de C por 7¢,, (Ce,, es una curva
reducida de Sc,, ). Definamos una constelaciéon C con origen en P afiadiendo a
Cp, todos los puntos infinitamente préximos a P que, o bien son singulares para
el correspondiente transformado estricto de C¢,, , o bien son no singulares pero
sin cruzamientos normales para el transformado total de C. De esta forma,
cada constelacién € asi definida da lugar a la desingularizacién sumergida
minimal de C en (S, P), y por tanto, es una constelacién minimal para C.

4.8.2. Definicién. Sea C' un germen de curva reducida inmerso en
(S, P) y sea C una constelacién minimal para C. Entonces podemos conside-
rar un cimulo dnico K con soporte en C tal que C pasa por K con drdenes
efectivos iguales a los virtuales. En efecto, si {E,},ca son las componentes
irreducibles del lugar excepcional de ¢, se tiene

(28) C*=C+ > v B

TEA

donde por * y — denotamos respectivamente transformado total y transfor-
mado estricto por m¢ y {e4}, son los érdenes de C en C. El cimulo K es
por tanto K = (C, {e4}~eca). Llamaremos a K el cimulo con soporic en C
definido por C.

Si C' es otra constelacién minimal para la curva C (por tanto C' es
equivalente a C, ver 2.1.2) y K' es el ctimulo con soporte en €’ definido por C,
entonces los érboles ponderados T y Tk asociados a K y K' respectivamente
coinciden. Por tanto, dicho drbol ponderado sélo depende de la curva C'
inmersa en (S, P). Lo llamaremos drbol ponderado minimal de C en (S,P) y
lo representaremos por 7(C).

4.8.3. Nota. Observemos que, dado un germen C de curva reducida
inmerso en (S, P), si C es una constelacién minimal para C'y K es el cimulo
con soporte en C definido por C, entonces K es un ctimulo de Weil (teorema
3.2.1). Sin embargo, puede que K no sea un cimulo de Cartier, es decir,
puede que K no sea un IN-cimulo. De hecho, puesto que C' pasa por K con
érdenes efectivos iguales a los virtuales, el resultado 1.6.1 de Artin garantiza.
que K es un ciimulo de Cartier si y sélo si C es un divisor de Cartier.
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41.8.4. A continuacién asociaremos a cada germen de curva C inmerso
en (S, P) un invariante I'(C') mds fuerte que el drbol ponderado minimal
T(C), invariante que depende fuertemente de la inmersion de C en (S, P).

Sea C un germen de curva reducida inmerso en (S, P) y sea C una
constelacion minimal para C. Sea w una enumeracion del conjunto de indices
A¢ v consideremos la informacién ( Mg, Acw, 2, ), donde M, v Ag, son
las matrices de proximidad y de interseccién de la constelacién C respecto a
la enumeracién w y v, es el vector de los pesos {vy}yea, del cimulo con
soporte en C definido por C con el orden dado por w. En el conjunto de uplas
(M, A,v) (donde M y A son matrices n Xn y v es un vector de n componentes)
actiia el grupo de permutaciones §,, y es claro que la §,-6rbita I'(C) de
(Mew, Acw, ) s6lo depende de la curva C inmersa en (S, P).

4.8.5. Nota. Observemos que, dado un germen de curva C inmerso
en (9, P), una constelacién C minimal para C y una enumeracién w, la infor-
macién (Mey, Acw,2,,) €s equivalente a (Me,,, Acw, d,) donde d, es el vector
de defectos con el orden definido por w. En efecto, la relacién entre v y d
estd expresada mediante d = —Me¢,Acwy (definicién 3.1.3). Por otro lado,
la proposicién 4.7.2 garantiza que el conocimiento de la &,-6rbita de
(Mcy,Acw) es equivalente al conocimiento del grafo dual ponderado I'y
agociado al morfismo 7¢. Por tanto, la S,-6rbita I'(C') es equivalente a la
informacién obtenida al afladir al grafo dual ponderado I flechas con origen
en cada uno de los vértices de I'¥ y pesos en dichas flechas, de manera que el
peso de la flecha con origen en el vértice correspondiente a E, tenga peso d
(ver ejemplo 3.6.5).

Observemos también que, dada la S,-drbita I'(C), todo representante
(M, A,v) de dicha érbita tal que M sea una matriz triangular superior es de
la forma (M¢, Acw, 2, ) para alguna constelacién C minimal para C y alguna
enumeracion w de A¢. Por lo tanto, las dos afirmaciones anteriores aseguran
que a partir de la informacién I'(C) se puede conocer cémo son las ramas del
germen de curva C.

Por ultimo, observemos que para cada germen de curva reducida C in-
merso en (S, P) se tienen unas “igualdades de proximidad” de manera anéloga
a las que se dan en el caso de curvas inmersas en una superficie no singular.
En efecto, fija una constelacion C minimal para C' y una enumeracion w de Ag,
expresaremos por (Aqyg) la matriz de nimeros racionales M¢,Ac., es decir,
Aa,p = E.E}. Entonces, si {dy}, son los defectos del ctimulo K con soporte
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en C definido por C, se tiene que

(29) ) Aaprp = —dq
5

para todo a € A¢. Por otro lado, sabemos que dy = —Dg.Ey = C.E, vy que
C es un germen de curva lisa de la superficie no singular S¢ tal que C+Y% s Ep
es un divisor con cruzamientos normales (ya que C es una constelacién minimal
para C). Por lo tanto, del estudio del caso no singular (notas 2.2.6, 2.3.5 y
proposicién 2.4.2) se sigue que las igualdades de proximidad para la curva C
son las siguientes:

(30) S Aagrs+ 3 ordp(CT) =0
s

PcE!
Pgc
para todo a € Ag.
4.8.6. Es claro que, dado un germen de curva C inmerso en (S, P),

la S,,-6rbita T'(C') determina el 4rbol ponderado minimal 7(C) de C en (S, P).

Sin embargo el reciproco no es cierto, como veremos a continuacion.

Sean C' y C' dos gérmenes de curvas inmersos en una superficie no
singular definidos por z2y* +¢° +2° =0 y 2°y® +¢°* + 2'° = 0 respectiva-
mente. Si C y C' son constelaciones minimales para C'y €', y K y K' son los
ctimulos con soporte en C y C' definidos por C'y C' respectivamente, entonces
los rboles ponderados con relaciones de proximidad asociados a K y a K’
son respectivamente

1 1
1- 1
/
14 1
1 }
\\ e
3. 7 2
/
4]
fig. 4.10. fig. 4.11.

Por tanto, el 4rbol ponderado minimal 7(C) de C en (S, P) coincide con el
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drbol ponderado minimal 7(C’) de C' en (S, P) y estd representado mediante

17
17 1
It 1
1; 1
3 2
6
fig. 4.12.

Sin embargo, las respectivas matrices de proximidad y de interseccién estan
definidas por los drboles ponderados con relaciones de proximidad (ya que
(S, P) es no singular), y por tanto, no sdlo son distintas, sino que definen
Sp-6rbitas diferentes, es decir, T'(C) y T'(C') no son iguales. De hecho, las
respectivas representaciones de I'(C) y T'(C') en el grafo dual ponderado son
las siguientes

—4-2-2-2-4-3-2-2 —2-2-2-4-4-2-2-3

fig. 4.13. fig. 4.14.

En el ejemplo anterior y en general para cualquier germen C de curva
reducida inmerso en una superficie no singular (S, P), el “4rbol ponderado
minimal con relaciones de proximidad de C en (S, P)” determina, y de hecho
es equivalente, a la 8,-6rbita I'(C'). Sin embargo, en el caso general de ser
(S, P) una singularidad racional de superficie cualquiera, esto no es cierto,
como veremos con €l siguiente ejemplo.

Sea (S, P) una singularidad racional de tipo Aj y consideremos la
constelacién de puntos infinitamente préximos a P dada por C = { Py, P2, P5},
donde {P; = P, P2} es la constelacién que define la desingularizacién minimal
de (S, P) (ver 3.8.1) y P; es un punto que pertenece a E}; pero no pertenece
a E}, (siendo E}, y El, las componentes irreducibles del lugar excepcional
de la explosion my de Py). Sean K = (C,v) y K' = (C,/) los ctimulos con
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soporte en C cuyos pesos son

V1 =”§1=}}‘
4
V13 =V{2=g
4

v, = 1, vh=2

V3Z2, U§=1

Las matrices de proximidad y de interseccién definidas por la constelacion C
respecto al orden lexicogréfico de A¢ definido anteriormente son respectiva-
mente

M=

Por tanto, los vectores de defectos d = —MAyy d = ~-MAY delos ¢cimulos
K y K' son

C_lt =(07 17 21 2)
(d)" =(0,0,4,1)

Es decir, en ambos casos, todos los defectos son enteros no negativos. Asi pues,
el teorema 3.2.1 ascgura que existen gérmenes de curvas reducidas C'y C' in-
mersos en (S, P) que pasan respectivamente por K y K " con érdenes efectivos
iguales a los érdenes virtuales. Més aiin, teniendo en cuenta (iii) en 3.2.1,
podemos suponer que el morfismo m¢ : S¢ — S5 es una desingularizacién
sumergida minimal de C' y C' en (S, P), y por tanto, el drbol ponderado
minimal 7(C) de C en (S, P) coincide con el arbol ponderado minimal 7(C")
de C' en (S, P) y estd representado mediante

1 2

13
4’1
fig. 4.15.

Ademds, en el 4drbol ponderado anterior estdn descritas todas las relaciones
de proximidad, y por tanto, los respectivos érboles ponderados minimales con
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relaciones de proximidad asociados a C' y a C' coinciden. Sin embargo, las
Sp-6rbitas ['(C) y T(C') no son iguales, pues no existen enumeraciones w y
w' de A¢ de forma que (Mo, Acw, v, ) seaigual a ( Meyr, Acur, ¥, ). En
efecto, las representaciones de dichas 8,-6rbitas en el grafo dual ponderado

son respectivamente

§9. Relacidn con el concepto de equirresolucién,

En esta seccién consideramos gérmenes de curvas reducidas inmersos
en una singularidad racional de superficie (S, P) y estudiamos su compor-
tamiento como curvas inmersas en un espacio liso (de dimensién suficiente-
mente grande). En particular, deducimos que el invariante T'(C) asociado al
géfmen de curva reducida C inmerso en (5, P) determina la clase de equirreso-
lucién de C.

Comencemos reproduciendo el concepto de constelacién de puntos
infinitamente proximos a un punto P de una variedad V.

4.9.1. Definicién. Sea P un punto de una variedad (o de un germen
de variedad) V sobre un cuerpo k. Llamaremos punto infinitamente prézimo
a P sobre V a todo punto @ de cualquier variedad V; obtenida a partir de V'
tras un nimero finito de explosiones en puntos, tal que la imagen de @ por
dichas transformaciones es P.

Una constelacion C de puntos infinitamente prdézimos a P sobre V
(o constelacién con origen en P sobre V') es un conjunto C = {Py, -+, Pp}
de puntos infinitamente préximos a P sobre V, donde m > 1, P; = Py,
para 1 <1 < m —1, P,y es un punto de la variedad V; obtenida a partir
de V;—; tras explotar el punto P; ( V; es la variedad inicial V).
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De la misma forma que en 2.1.2, observamos que una constelacién
C = {Py, ++, Py} de puntos infinitamente préximos a P sobre V define una
cadena de explosiones de puntos

(31) VesVm 2 Vo =5 o DV =5 V=V

y denotamos por 7¢ la composicién 71 0...0my,. También, de manera aniloga a
2.1.2 y 2.1.5, se tienen los conceptos de constelaciones equivalentes de puntos
infinitamente préximos a P sobre V, de proximidad y de arbol con relaciones
de proximidad 7 asociados a la constelacién C.

En particular, dados dos gérmenes de variedad (Vi, P) y (V2, P), si
(V1, P) estd inmerso en (Va, P) entonces los puntos infinitamente préximos
a P sobre Vj son exactamente los puntos infinitamente préximos a P sobre
Va que estén en el correspondiente transformado estricto de V1, y el primer
entorno infinitesimal de P sobre V] es el conjunto de puntos del primer entorno
infinitesimal de P sobre V3 que estdn en el transformado estricto de V;. Por
tanto, dada una constelacién € de puntos infinitamente préximos a P sobre V1,
podemos considerar C como una constelacién sobre V3, y el drbol 7¢ definido
por C es independiente de la variedad V;.

Sin embargo, el concepto de proximidad es diferente si consideramos
los puntos sobre ¥; o sobre V,. Siempre se tiene que proximidad sobre Vi
implica proximidad sobre V3, pero el reciproco no es cierto, como veremmos en
el ejemplo siguiente. Por tanto, dada una constelacién C sobre V3, quedan
definidos diferentes arboles con relaciones de proximidad si consideramos C
como constelacidon sobre Vi o sobre V5.

4,9.2. Ejemplo. Consideremos el punto doble racional (S, P) de
tipo Ds y la constelacién C = Cp, U {Ps} donde Ps es un punto del primer
entoro infinitesimal de P; tal que Py ¢ Cpp. Sumerjamos (S, P) en &* de la
misma forma que en 2.2.7, es decir, de manera que (S, P) esté definido por
z*+zy?+2? = 0. Entonces, manteniendo la notacién de 2.4.1, el transformado
estricto I&; del divisor excepcional IE] en Y estd dado por

E, = E! — E} - E} — ! —
y por tanto
I,.S¢ = 2E¥ — E}, — B}, — B} — E} — E;
Sin embargo, el transformado estricto By de E] en S¢ es

1 1,1 .
By - 5B — 5B — 5B - E;

1

By = Ef -3
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y por tanto
(32) IE].SC = 2E1 + E5

Esto significa que todo punto Ps en Es — E; es un punto préximo a P vistos
como puntos sobre la variedad ambiente, pero no es préximo a P vistos como
puntos sobre (S, P). Siempre tendremos que proximidad sobre (S, P) implica
proximidad sobre la variedad ambinte, ya que E;; U...U Ejs; CIE;.Sc.

4.9.3. Sea C'un germen de curva reducida sobre k centrado en el punto
P. Sea A = Ogpeclanillolocalde Cen Py A = 50, p su normalizacién.
En estas condiciones, si C' es singular en P y A, es un anillo local del explo-
tado de C con centro P, se tiene que A C A; C A. Ademds, toda cadena de
explosiones da lugar a una sucesién de anillos locales

ACA1C...A5CA,'+1C...CI

que ha de ser estacionaria, ya que A es un A-médulo noetheriano y las con-
tenciones son estrictas (ver [Ca), capitulo 1). Por lo tanto, existe una cons-
telacion Cp de puntos infinitamente préximos a P sobre C tal que el resultado
Ce, de explotar los puntos de Cy es la normalizacién de la curva C. Ademsés,
dos constelaciones Cy y C} que satisfagan la condicién anterior han de ser
équivalentes. Por tanto, el drbol 7y(C) = T¢, asociado a la constelacién Cg
sblo depende de la curva C.

4.9.4. Definicién. En las condiciones anteriores, la clase de equirreso-
lucién de C es el dato combinatorio (75(C), g), donde ¢ consiste en una funcién
peso ¢p para cada rama B de C. Cada funcién ey esta definida en el conjunto
de vértices de 7p(C) que corresponden a puntos ) que estin sobre el trans-
formado estricto de B, de forma que el eg-peso del vértice correspondiente a
@ es la multiplicidad en @ de la rama de C en P correspondiente a B,

Diremos que dos gérmenes C'y C' de curvas reducidas en P son equirre-
solubles si sus respectivas clases de equirresolucién coinciden.

4.9.5. Nota. Si el germen de curva reducida C' estd inmerso en un
germen de variedad V' centrado en P, entonces cada constelacién C de pun-
tos infinitamente préximos a P sobre C se puede ver como una constelacién
sobre V, que seguiremos denotando por C. Ademas, el arbol asociado a la
constelacién C vista como constelacién sobre C es el mismo que el asociado a
C como constelacién sobre V.
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En particular, si V es una variedad no singular, entonces la constelacion
Co con origen en P sobre V estd formada por todos los puntos infinitamente
préximos a P sobre V que son singulares para el transformado estricto de C,
es decir, el transformado estricto _C_co de C por el morfismo m¢, : Vg, — V
es no singular y Cy es minimal en el conjunto de constelaciones con esta
propiedad. Si ademds C consta de una sola rama (es decir, C' es un germen
de curva irreducible inmerso en la variedad no singular V) y, para cada P; € C,
denotamos por e( P;) la multiplicidad en P; del transformado estricto de C en
P;, entonces e(P;) es el e-peso del vértice de To(C') correspondiente a P; y se
tiene

(33) e(Pi)= ), P

Pj—P;

donde P; — P; significa que el punto P; es préximo a P; vistos como puntos
sobre V. En efecto, la igualdad anterior se sigue del hecho que la multiplicidad
de una curva en un punto es el producto de interseccién del transformado
estricto de la curva con el divisor excepcional creado por la explosién del
punto.

A partir de ahora, estudiaremos gérmenes de curvas reducidas inmersos
en una singularidad racional de supetficie (S, P).

4.9.6. Ejemplos A continuacién mostraremos ejemplos que prueban
que, dado un germen C de curva reducida inmerso en una singularidad racional
de superficie (S, P), del drbol ponderado minimal 7(C) no se deduce la clase
de equirresolucién de C.

Consideremos los gérmenes de curvas C y C' inmersos en una super-
ficie no singular definidos por #?y* +4° +2° = 0y &3y* +¢° +2'0 =0
respectivamente. En 4.8.6 vimos que los drboles ponderados minimales 7(C)
y T(C") coinciden (ver fig. 4.12) pero la §,-6rbita T'(C) es distinta de T(C')
(figs. 4.13 y 4.14). Por otro lado, de las figuras 4.10 y 4,11 se sigue que las
clases de equirresolucién de C y C' son respectivamente

3 2 3 2

(4,2) (3,3)

fig, 4.18. fig. 4.19.

y por tanto, C y C' no son equirresolubles.
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El segundo ejemplo de 4.8.6. también nos proporciona dos curvas C
y C' no equirresolubles con el mismo 4rbol ponderado minimal. En efecto,
consideremos dos gérmenes de curvas reducidas C y €' inmersos en una sin-
gularidad racional de superficie de tipo As, que pasen respectivamente por los
ciimulos K y K' definidos en 4.8.6 con érdenes efectivos iguales a los érdenes
virtuales y tales que la constelacién C soporte de K y K' sea una constelacion
minimal para C y para C'. En 4.8.6 vimos que los drboles pesados minimales
respectivos 7(C) y 7(C'}) coinciden (ver fig. 4.15), pero la 8,-érbita I'(C)
es distinta de T'(C") (figs. 4.16 y 4.17). Veamos que tampoco son equirreso-
lubles. En efecto, teniendo en cuenta que los defectos de los ciimulos K y K’
estan dados por d' = (0,1,2,2) v (&)t = (0,0,4,1), se deduce que las clases
de equirresolucién de C y C’ son respectivamente

(1,1), (1,1) (1,1,1,1)
(1,1,1,1,1)\/ (1,1,1,1,1) [
fig. 4.20. fig. 4.21.

y por tanto, C y C' no son equirresolubles. m

4.9.7. A continuacién probaremos que, dado un germen de curva
reducida C inmerso en una singularidad racional de superficie (S, P), la
.Sp-6rbita I'(C') determina la clase de equirresolucién de C.

Consideremos la singularidad racional de superficie (S, P) inmersa en
un germen de variedad lisa (Y, P) mediante ¢ : (S,P) — (Y, P). Sea C
un germen de curva reducida inmerso en (S,P) y sea C = {Py, -+ ,Pn}
una constelacién minimal para C. Consideremos la cadena de explosiones en
puntos

) Wm-1 s ry .
Ye=Y, — Y1 3 ees vy Y] — Yo=Y
0'mI Vm—lT UlT O'T
m Tm-1 2 T
S¢ =8m —— Sm— » 51 ——— So =5

definida por la constelacién C y mantengamos la notacién de 2.4.1. Recorde-
mos que en la nota 4.7.5 probamos que los enteros {p,}eca, tales que

(34) U:(]E:) = P:‘lEfl 4o Pis;E::s‘.

pueden ser calculados a partir de las matrices de proximidad Mg y de inter-
seccién A¢ de la constelacion C respecto a una enumeracién w.
En esta situacidn, estamos en condiciones de probar el siguiente lema.
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4.9.8. Lema. Sea C' un germen de curva irreducible inmerso en
(S,P). SeaC = {Py,--- , Py} una constelacién minimal para C y K = (C,v)
el cimulo con soporte en C definido por C. Entonces

multpi(ﬁi"l) =IE;.C = Z pijvir(Ef;. Ejy)
1</, k<8

DEMOSTRACION: Dada una curva inmersa en una variedad no singular,
la multiplicidad de dicha curva en un punto P’ es el producto de intersecciéon
del transformado estricto de la curva con el divisor excepcional de la explosién
con centro P’. Por tanto, se tiene la primera igualdad. La segunda igualdad
se sigue de que IE}.S¢ = pan EYy +...+ pis, Ef,, (igualdad (18) en 2.4.2) junto
con Ef{.E}ly =0parai#d. =

4,9.9. Teorema. Sea C' un germen de curva reducida inmerso en
una singularidad racional de superficie (S, P). Entonces la 8,-érbita T'(C)
determina la clase de equirresolucién de C.

DEMOSTRACION: Sea (M, A, v) un representante de I'(C) tal que M sea
una matriz triangular superior. Entonces existe una constelacion ¢ minimal
para C' y una enumeracién w de A¢ de manera que (M, A, ¥) = (Mey, Acws 2,)
(ver nota 4.8.5). En estas condiciones, si K es el camulo con soporte en C
definido por C, entonces el vector de defectos de K estd dadopord =-MA ¢
(y sélo depende de la informacion (M, A, ). Esto significa que, si {E,}yea.
son las componentes irreducibles del lugar excepcional de ¢, entonces, para
todo v € Ag, el transformado estricto de C por m¢ corta a E. en d, curvas
algebroides lisas transversales a E., que no cortan a ningin Eg para 8 # 7.

Por otro lado, el 4rbol T = 7¢ asociado a la constelacién C se deduce
de las matrices M y A. En efecto, el niimero de vértices de 77 es el namero
de cajas no nulas que se pueden obtener de la matriz A (proposicién 2.4.2)
y la matriz de proximidad M define la estructura del drbol (corolario 2.3.6).
Por lo tanto, de la informacién obtenida hasta ahora deducimos el arbol con
relaciones de proximidad 7 junto con el ntimero de ramas de C' y su situacién
relativa a 7. Asi pues, puesto que los e-pesos de la clase de equirresolucién
de C consisten en una funcién peso para cada rama de C, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que C tiene una sola rama.

Con esta restriccién, veamos cémo obtener la clase de equirresolucién
de C a partir de la informacién anterior. En primer lugar, calculemos los
enteros {p.}, a partir de M y de A, segiin describimos en 4.7.5 Aplicando
ahora el lema 4.9.8 deducimos, para cada vértice v; de 7, la multiplicidad
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e(v;) del transformado estricto de C en el punto P; de C correspondiente a v;.
Finalmente, la clase de equirresoluciéon de C consiste en el drbol Ty obtenido
borrando los vértices v; de 7 para los cuales e(v;) es 0 o 1, junto con la
funcién e restringida a 75. =

4.9.10. Ejemplo. El reciproco del teorema 4.9.9 no es cierto. Maés
atn, el ejemplo siguiente muestra dos gérmenes de curvas C y C' inmersos en
una singularidad racional de superficie que son equirresolubles y cuyos arboles
ponderados minimales 7(C) y T(C") son distintos.

Como en el segundo ejemplo de 4.8.6, sea (S, P) una singularidad
racional de tipo Aj y consideremos la constelacién C,, = {P, = P, P;} con
origen en P que define la desingularizacién minimal de (.S, P) y la constelacién
C = {P,,P;,P;}, donde P; es un punto de E},que no pertenece a Ei,.
Sean K = (Cm,v) y K' = (C,1') los ciimulos con soporte en C,, y C respec-
tivamente y cuyos pesos son

1
V11=V12=V2=§

3 1
Vil =Z’ Vi2 =zi 1/£=0, V:'izl
‘Los vectores de defectos respecto a los correspondientes érdenes lexicograficos
de A¢,, ¥ Ac estan dados por

d' = (0,0,1)
(d’)t = (ana 0, 1)

(vaqued = —Mc, Ac, vy d =—-Mc, Ac, v, donde las matrices M, v Ac,,
estan descritas en 3.8.1 y las matrices Mg y Ac en 4.8.6). Por tanto,
en ambos casos los defectos son enteros no negativos y existen gérmenes de
curvas reducidas C' y C" inmersos en (5, P) que pasan respectivamente por
K y K' con érdenes efectivos iguales a los 6rdenes virtuales. Ademds, pode-
mos tomar las curvas C' y C' de manera que los morfismos n¢,, : S¢,, — S
y w¢ + S¢ — S sean desingularizaciones sumergidas minimales de C y C'
respectivamente. Entonces los drboles ponderados minimales 7(C) y T(C")
son respectivamente

1 0 1
2

11 (33)

2? 2 4 4
ﬁg- 4.99. ﬁg 4.23.
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y son distintos. En particular se deduce que las S,-6rbitas T'(C) y T'(C”") no
son iguales. De hecho, sus respectivas representaciones son

fig. 4.24. fig. 4.25.

Sin embargo, teniendo en cuenta los defectos d° = (0,0,1) y (d')! =
(0,0,0,1) de los ctimulos K y K’ y siguiendo el proceso descrito en la de-
mostracién del teorema 4.9.9, se obtiene que las clases de equirresolucién de
C y C' coinciden, En efecto, tanto el arbol To(C) como To(C') estan formados
por un tnico vértice y las clases de equirresolucién de C'y C' consisten en dar
peso 1 a dicho vértice (observamos que sélo hay una funcién peso, pues tanto
C como (' tienen una tinica rama), es decir, C' y C’ son no singulares. =

4.9.11. Nota. A lo largo de estas dos 1ltimas secciones hemos hecho
un estudio de las curvas inmersas en una singularidad racional de superficie
(S, P). A cada germen de curva reducida inmerso en (5, P) le hemos asociado
un invariante T'(C) y en el teorema 4.9.9 hemos probado que, dados dos
gérmenes de curvas reducidas C y €' inmersos en (5, P), si ['(C) es igual
a T'(C"), entonces C' y C' son curvas equirresolubles. Esta tltima propiedad
es lo minimo que debemos exigir a cualquier definicién de equisingularidad
de gérmenes de curvas inmersos en (S, P) y, por tanto, tiene sentido dar la
definicién siguiente: “Dos gérmenes de curvas reducidas C' y €' inmersos
en (S, P) son equisingulares en (S, P) si y sélo si los invariantes I'(C) y T'(C"}
son iguales”. ‘

La definicién anterior induce una relacién de equivalencia en el conjunto
de gérmenes de curvas reducidas inmersos en (S, P). Ademas, se tiene que
si C y C' son dos gérmenes de curvas reducidas equisingulares en (S, P) y
C es un divisor de Cartier de (S, P), entonces C' es también un divisor de
Cartier. Asi pues, la relacién de equivalencia anterior induce también una
clasificacién en el conjunto de divisorers de Cartier de (S, P) definidos por
curvas reducidas.

Ademas, si a cads germen C de curva reducida inmerso en (S, P) le
asociamos el semigrupo

(36) S(C)={C.D | D esdivisor de Cartier de (S, P)}
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se tiene que, si C y C' son dos gérmenes de curvas equisingulares en (5, P),
entonces los semigrupos S(C) y S(C’) son iguales, ya que dichos semigrupos
dependen de la forma de intersecciéon en el conjunto de divisores con soporte
excepcional para las desingularizaciones minimales de C'y C'.

En el caso particular de que (S, P) sea un germen de superficie no
singular y C' un germen de curva irreducible inmerso en (59, P), el semigrupo
S(C) es bien conocido (ver [An] y [Ca], capitulo 4, seccién 3) y caracte-
riza la clase de equisingularidad de C. Para el caso de gérmenes de curvas
reducidas no irreducibles inmersos en un germen de superficie no singular,
el semigrupo S(C') no equivale a la clase de equisingularidad, pero en [W] y
[DI} se muestra un semigrupo més fino con esta informacién.
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